12. Ré6zniczkowalno$é i holomorficznosé

. Lemat. Niech (T}) bedzie mocno ciggla polgrupa operatorow na X z generatorem A. Niech
xz € X. Odwzorowanie t — Tyx jest rozniczkowalne w punkcie tg > 0, wtedy i tylko wtedy
gdy Ty,x € Da. Wiedy tez
T)x = ATz,
a jesli x € Dy, to
Tlz = ATyx = Ty A,

. Méwimy, ze mocno ciagla pétgrupa (T3) jest rézniczkowalna, jedli dla kazdego x € X odwzo-
rowanie ¢t — Tix jest rézniczkowalne na (0, 00).

. Lemat. Jesli pélgrupa (T}) jest rézniczkowalna, to odwzorowanie t — Tix ma pochodne
wszystkich rzedow 1

Tt(n):vz (n t'/nx)n, ne€ N.

. Przyktad. Niech X = C([0,1] i T3 f(x) = Xa+t<1(z)f(x + t). Nietrudno zauwazy¢, ze jest
to mocno ciggta poétgrupa kontrakceji z generatorem bedacym domknieciem operatora

Af(x)=f'(z),  feCH0,1]).
Zauwazmy, ze dla kazdego f € X jest Tif = 0, a wiec t — T;f jest rézniczkowalne jest
rézniczkowalne na (1,00). Natomiast nie dla wszystkich f jest ono rézniczkowalne na [0, 1].

. Jednoznaczno$é transformaty Laplace’a. Niech f : [0,00) — C bedzie cigglq funkcja o
wzroscie wykladniczym, to znaczy spelniajgcg oszacowanie

1f(t)] <Ce’t,  t>0.

Jesli dla dostatecznie duzych Re z

/OO ft)e ¥ dt =0,
0
to f=0.

. Twierdzenie. Niech A bedzie gesto okreslonym operatorem domknietym, takim Ze dla pew-
nego m/2 < g < T
M
[1RAll < Bk |arg Al < 0.

Wtedy A jest generatorem infinitezymalnym mocno cigglej ograniczonej potgrupy operatoréw
(T¥) na X. Ponadto

1
T: = i / et)\RA dA,
i Jr
gdzie
T,e—zgo’ T < ®,
P(r)=19€",  —p<r<o),
reﬂpa r > ®,

dla dowolnie wybranego m/2 < @< pg.
Dowéd przeprowadzimy w trzech krokach:

. Niech .
U(t) = f/et*Rk d\, t>0.
2w Jr

Modyfikujac kontur I, tak by jego cze$é I'g omijajaca 0 biegta po okregu |z| = t~!, widzimy,

ze
1 M M
—/ ||et/\R>\Hd)\<7|(p‘ tdr:M<M,
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bo

Do(t) =t telre, —tt<r <t
Mamy tez
1o M [0 eroos¢
oo [N Byl < 5 dr < o0
T J1/t T J1 r

oraz bardzo podobne oszacowanie dla pozostalej calki po promieniu re™*. Zatem
U@ <C, t>0.

. Pokazemy teraz, ze dla kazdego A > 0
o
Ry = / e AU(t) dt.
0

W tym celu obliczamy calke

T 1 T 1 T
/ e AU dt = — / et ( / R, dz) dt = — / / et Ndt | R, dz
0 271 Jo r 2wt Jr \ Jo

_ 1 / (1 _ eT(Z*/\)) R.dz _ Ry + I(T),
r

T omi A—2z
gdzie
M [ TN dz|
2m Jr 2l]A =2
Jesli zmodyfikujemy kontur T', tak by zawsze bylo Re z < \/2, okaze sig, ze I(T) — 0, gdy
T — oo.

(T <

. Jak wiadomo,
(_1)71—1 dn—l
(n— 1)l dxn—1"%

a stad i ze wzoru (8) nietrudno wyprowadzi¢ oszacowanie

R} =

)\TL
ktore pokazuje, ze operator A spelnia zalozenia twierdzenia Hille-Yosidy. Jesli (73) jest

mocno ciggla ograniczong poélgrupa operatoréw generowana przez A, to ze wzgledu na jed-
noznaczno$¢ transformaty Laplace’a musi byé¢ T; = U(t), co konczy nasz dowdd.

C o0 C
||RS\Z|| < (n—l)'/o tn_le_ktdt = —, A >0,



