13. Twierdzenie charakteryzujace poélgrupy holomorficzne

1. Mocno ciagta polgrupa operatoréw (7;) na przestrzeni Banacha X nazywa si¢ holomorficzna,
jesli istnieje o > 0, takie ze odwzorowanie t — T} przedluza si¢ z pélprostej (0,00) do
holomorficznego odwzorowania z — T, sektora

Spo ={2€ C :|argz| < ¢o}.

2. Lemat. Jesli polgrupa (T}) jest holomorficzna w sektorze | arg z| < o, to

T.T, =Ty, |arg 2|, | arg u| < po.

3. Lemat. Jesli polgrupa (1;) jest holomorficzna i ograniczona w sektorze S = Sy, to
lim T,z = . x e X.
S532z—0

Niech A bedzie generatorem poélgrupy. Z holomorficznosci wynika, ze Tix = T, Az dla
x € Dy. Niech wiecx € Dgize S. Jedli z— 0, tot =Rez — 0 oraz

ITo2 = Tix|| < /[t [ Toz|| - 1dul < Colz — ||| Az,
2
skad, pamietajac ze operatory T, sa wspdélnie ograniczone w normie, otrzymujemy teze.
4. Twierdzenie. Niech bedzie dana mocno ciggla ograniczona pélgrupa (T}) operatoréw na
przestrzeni X z generatorem A. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:

a) Polgrupa (T3) jest rézniczkowalna oraz

C
] <?, 0<t<1,

b) Pélgrupa (T}) jest holomorficzna i | 15| < Co w sektorze |arg z| < o,
c) Istnieje stata M > 0, taka Ze

M
||R)\|| < Re A >0,
Al
d) Istnieje m/2 < g < w i stala K > 0, taka Ze
K
IRl < Bk |arg Al < %o.

0.1. Uwaga. Jedli w warunku a) jest C' < 1/e, to pélgrupa (7}) jest ciagla w normie i roz-
szerza sie holomorficznie na cala plaszczyzne. Wtedy bowiem funkcja t — Tix ma pochodne
wszystkich rzedéw oraz

n

|2 = ATy = || (T}),)" 2l < (Cn)"|lz],  neN,
skad wynika, ze szereg potegowy
00 (n)

Tl n
Ti=2 —r(t-1
n=0
ma promien zbieznosci wiekszy od 1, wiec
| T — I]] — 0, t— 0,

a to juz jest nasza teza. Pozostaje dodaé, ze wtedy generator A jest operatorem ograniczo-
nym, wiec szukane holomorficzne rozszerzenie przyjmuje postaé

oo An
Tz:eZA:Z—'z", zeC.
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n=0



5. Przyklady. 1) Jesli p jest miara podprobabilistyczna, to P = p — g jest funkcjonalem
generujacym polgrupy miar typu poissonowskiego, ktora jest holomorficzna w swoim dzia-
taniu na Co(R?) i LP(R?) dla 1 < p < oo. Rzeczywiscie, w tym wypadku generator jest
operatorem ograniczonym.

2) Kazda symetryczna pélgrupa miar jest holomorficzna w swoim dziataniu na L?(RY).
Istotnie, jesli v jest transformata Fouriera funkcjonalu generujacego, to operatory

T.f@) = [ Of ) de,  feIX(RY, Rez>0,

sa ograniczone wspélnie na L2(R%), bo [e*¥(€)] = eRe2¥(€) < 1 dla Rez > 0.

3) Symetryczne pélgrupy stabilne na R? sa holomorficzne na Co(R?) i LP(R%), 1 < p < .
W szczegdlnosci dotyczy to potgrup Gaussa i Cauchy’ego. Jesli oznaczymy przez hy gestosé
miary p1, to decydujace sa oszacowania

c C
<—° D <
hl() (1 + ‘.@DCH_O‘ | ]h1($)| (1 + ‘$’)d+a+1

4) Pétgrupa translacji Tyf(x) = f(z +t) na L?(R) nie jest holomorficzna, ani nawet r6z-
niczkowalna.

6. Dowdd Twierdzenia rozbijemy na ciag implikacji:

a) = b). Ustalmy tg > 0. Z zalozenia wynika, ze funkcja t — T;z ma pochodne wszystkich
rzedéw oraz

i< (S2) el 0>,
skad wynika, ze szereg potegowy ’
o0 t(on) .
T/\:nz:% ol (A —to)
jest zbiezny w normie operatorowej dla
A —to] < %,

a wiec po uwzglednieniu dowolnoéci tg > 0 dla |arg A| < ¢g, gdzie ¢ = arcsin(Ce) ™.
Zmniejszamy nieznacznie g, tzn. zastepujemy przez 0 < @1 < (o, zachowujac nazwe.
Istnieje 0 < k < 1, takie ze dla kazdego | arg \| < ¢ istnieje ¢ > 0, takie ze

kt
A=t < =
| ‘< Ce’
a wiec
 (Cn/t)™ [ kt\" &
Tl < 3 G (Y S koo, gl < o
= n! Ce =

b) = c¢). Niech A = a + if3, gdzie a > 0. Zalozmy najpierw, ze 3 < 0. Niech 0 < ¢ < ¢g
i@ < 7/4. Wiedzac, ze ||T,eir|| < Co dla r > 0, mamy
. oo i
R, :/ ‘ e MT.dz = e“"/ eTAe %\medr,
z=re'¥ 0

skad
Co Cp/sinp
— < )
acosp — Bsing IA|

o0 .
IRA|l < Co / orlocosp—Bsing) g
0

bo wtedy
acosp — (singp = cosf - |\,
gdzie |0| < /2 — ¢ jest katem pomiedzy wektorami (a, —3) i (cos ¢, sin ¢).
Jesli B > 0, postepujemy podobnie, catkujac wzdluz promienia z = re™%.



c) = d). Niech Ay = ag + 0o, gdzie oy > 0. Mamy

oo
Ao
Ry=Y RM' (o — A", A=l < &=
V=X R0 A A< g
Widzimy, ze do zbioru rezolwenty naleza liczby A = a + i3y, takie ze
1Al
M’
a poniewaz ag > 0 jest dowolne, warunek ten bedzie konsekwencja
1Al
M’
co dowodzi, ze dla pewnego m/2 < 1y < m sektor m — ¢y < |arg\| < ¢y zawiera sie w
rezolwencie generatora A.
Zmniejszamy nieznacznie ¢g. JeSli A = a+if i1 — 1y < |arg\| < o, to w zwiazku z
tym [A — Xo| < % dla pewnego \g = ap + 10, ag > 0,10 < k < 1. Wtedy
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|Oé—040’ <

ol <

d) = a). Jak juz wiemy, warunek c) pociaga mozliwo$¢ reprezentacji polgrupy w postaci

1
T, = f/eMRk d\,
271 JT

gdzie
re_wo, r< —p,
L(r)=qe", —p <1<,
re', r> e,

dla dowolnie wybranego m/2 < ¢ pg. Dlatego
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