15. Zbiezno$¢ poélgrup kontrakcji

. Twierdzenie. Niech A,, n =0,1,2,..., bedg generatorami mocno cigglych pétgrup kontr-
akcji na przestrzeni Banacha X o wspdlnej istotnej dziedzinie D. Jesli

Apx — Apx, z €D,
to
C—-A) 'z — (-4 e, zeX,
niemal jednostajnie wzgledem Re ( > 0.

. Dowéd: Niech R, = ({ — A,)~!. Mamy
1
||Rn.7} — R()J?H < ||Rn(A0 — An)R()afH < QHAORO'T — AnRol‘H,

bo ||R,|| < 1/Re(. A wiec R,z — Ropx dla = z gestej podprzestrzeni Ral(D), a to wystarczy,
bo R, sa jednakowo ciggle.

. Twierdzenie. Niech A, bedqg generatorami pdlgrup kontrakcji w X. Jesli dla pewnego
ReA >0
A=Atz — (N — Ag) e X,
to
etAng — etAOa:7 z € X,
niemal jednostajnie wzgledem t > 0.

. Dowéd: Niech Ry = (A — Ag)~!, R, = (A — A,) 7. Zauwazmy, ze

%Rne(t_s)A”eSAoRo = Aelt=5)4n (Ro — Rn)eSAOx, r e X,
a wiec
Ry (et — et Roa = /Ot e84 (R, — Ry)e*0x ds,
skad wynika, ze R, (e!40 — e!4")Roz — 0. Ale
Ryt = e Rox + o(1), Ryetfra = et Ryx + o(1),
wiec

(e — ey -0, y= Rz,
a podprzestrzen R3(X) jest gesta.
. Twierdzenie. Niech A, bedqg generatorami potgrup kontrakcji w X. Jesli
etAng — etAO:B, re X, t>0,
to

A=Atz — (A= Ay) Lz, € X,
niemal jednostajnie wzgledem Re A > 0.

. Dowod: Wystarczy skorzystaé ze wzoru catkowego
|| (()\ - An)fl - ()\ - Ao)fl) x” < /oo efRe)\t”etAnx _ etAO$H dt
0

i twierdzenia Lebesgue’a.

. Whniosek. Jesli
etAngy — etAOx, re X, t>0,

to zbieznosc jest niemal jednostajna wzgledem t.



8. Przyktlad. Na przestrzeni X = Cy(R) definiujemy ciag operatoréw réznicowych

Anf(@) =n(Tyyn = Df = n(f@+1/n) - f(2))

Sa to operatory ograniczone i dysypatywne generujace pélgrupy kontrakeji U, (t) = e
Nieech Af = f’ na dziedzinie

D={feCy(R): f € AC,f € Co(R)}.

tAn

Jak widag,
lm A.f=Af,  feD.

Na mocy Twierdzen 113 et4nf — et f, czyli
— 1 7 Ak
flz+t)= Jim AL f(z),

gdzie zbieznoé¢ jest jednostajna wzgledem x i niemal jednostajna wzgledem ¢ > 0. Ktadac
x = 0, otrzymujemy
k

IRT] BT > Ckn k
f(t) = JLIEOI;)EAJ(O) = lim > Zr !

niemal jednostajnie dla ¢ > 0.

. Przyklad. Niech q € L] (R), bedzie taka, ze

b
/ lq(2)|? da = oo, a <b.

Dla kazdego n
Un(t)f () Whf@+t),  feL(R),

jest mocno ciagla pétgrupa kontrakeji na L?(R). Niech A,, bedzie odpowiednim generatorem
o dziedzinie D,,. Nietrudno zauwazy¢, ze

Uu(t)f = T()f,  feL*R),

gdzie T'(t)f(z) = f(z +t) z generatorem A o dziedzinie D. Tymczasem, D,, N D = {0}, bo
gdyby niezerowa funkcja f nalezala do obu dziedzin, mieliby$my

i z+(14+1/n)t
—en fgg

Anf = %qf+Af € L*(R) oraz Af € L*(R),

co implikuje ¢f € L?(R). To jednak jest niemozliwe, bo f € D jest ciagla, a ¢ spenia (*).



