2. Operatory nieograniczone na przestrzeni Banacha

Niech X bedzie przestrzenia Banacha.

1.

Operatorem liniowym na X nazywamy odwzorowanie liniowe A : D — X, gdzie D jest
liniowa podprzestrzenia X. Jesli D jest gesta, to mowimy, ze A jest gesto okreslony. Jedli
D = X isup, ||z || Az|| < oo, to A nazywa sie ograniczony.

2. Przyktad: f — xf w przestrzeni X = LP(R). Tutaj D = {f € L?(R) : «f € LP(R)}.
3. Przyktad: f — f’ w przestrzeni X = C([0,1]). Tutaj D = C*([0,1]).
4. Méwimy, ze operator A : D — X jest domkniety, jesli jego wykres
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I'A) = {(z,Azx) : z € D}
jest domknietg podprzestrzenia liniowa X x X. Innymi stowy, operator A jest domkniety,
jesli dla kazdego ciagu (z,,) elementéw D zbieznosci z,, — x i Az, — y pociagaja x € D i
y = Ax.

. Jadro operatora domknietego jest podprzestrzenia domknieta. Natomiast obraz nie musi by¢

domkniety, nawet gdy operator jest ograniczony. Wystarczy przytoczy¢ przyklad operatora
Volterry Af(z) = [; f(t) dt w przestrzeni X = C([0,1]).

. Na mocy twierdzenia Banacha operator A jest ograniczony, wtedy i tylko wtedy gdy jest

domkniety i D = X.

. Operator A : D — X wyznacza norme ||z a4 = ||z|| + ||Az| na podprzestrzeni D. Operator

A jest domkniety, wtedy i tylko wtedy gdy podprzestrzen D z norma || - || 4 jest zupelna.

. Jesli operator A : D — X jest domkniety i spetnia warunek ||Az| > C||z| dla z € D (jest

mocno injektywny), to ma obraz domkniety.

Dowdd. Niech x,, € D iniech y,, = Az, — y € X. Mamy ||z, — || < C7Y|yn — ym ||, wiec
ciag (x,) jest ciaggiem Cauchy’ego, a zatem zbieznym do pewnego z € X. Z domknietosci
operatora A wynika, ze x € D iy = Ax € A(D). O

. Jesli A D — X jest surjekcja, to odwzorowanie A jest otwarte (twierdzenie Banacha o

odwzorowaniu otwartym). Jeéli ponadto A € 1 — 1, to A~! jest ograniczone (twierdzenie
Banacha o wykresie domknietym).

Operator A : D — X nazywa si¢ domykalny, jesli domknigcie jego wykresu jest wykresem
pewnego operatora A. Operator A nazywamy wtedy domknigciem A.

Operator A : D — X jest domykalny, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego ciagu (zy,)
elementéw D zbieznosci x,, — 01 T'x, — y pociagaja y = 0.

Przyklad: Niech X = C([0,1]), D = C([0,1]). Operator A : D — X okreélony wzorem
Af(z) = f'(0) (funkcja stala), ma jadro geste, wiec nie moze by¢ domykalny.

Suma operatorow domknietych o wspolnej gestej dziedzinie nie musi by¢ operatorem domy-
kalnym! Aby to zobaczy¢, rozwazmy nastepujacy przyklad. Niech X = [ i niech D = [
Na D definiujemy operator

Sz = (x1,x1 +x2,21 + X2 + T3, ... ).

Jedli ciag wektoréow (V) dazy do = i SzV dazy do vy, to oczywiscie y = Sz, a wiec S jest
domkniety. Niech m bedzie srednia Banacha na [*°. Operator Tz = m(Sx)d; — Sx jest takze
domkniety. Natomiast operator S + 7T : D — X nie jest domykalny. Wystarczy zauwazy¢,
ze jesli N = N=L SN | 6, to 2V — 0, ale (S + T)zN = 6, nie dazy do zera.

Niech A : D — X bedzie gesto okreSlony. Niech D' = {£ € X' : £ 0 A € X'}. Wtedy
A" : D' — X' zadane wzorem A’ = £ o A nazywamy odwzorowaniem sprzezonym do A. W
innym zapisie mamy

<z, At >=< Ax, £ >, xeD, €D



15. Operator A’ jest zawsze domkniety! Natomiast nie zawsze jest gesto okreslony. Rzeczywiscie,
jesli A jest operatorem z Przyktadu 12, to D' = {0}.



