3. Operatory domkniete

Niech X bedzie przestrzenia Banacha.

1. Jesli A: D — X jest gesto okredlony, to
F(A/) = F(A)J_v F(A> = LF(A/)v
gdzie 1 jest rozumiane wzgledem niezdegenerowanej formy

< (z,9),(&n) >=&(y) —n(x).

2. Niech A : D — X bedzie gesto okreslony. Operator A’ jest *slabo gesto okreslony, wtedy i
tylko wtedy gdy A jest domykalny.

Dowdd. Niech A’ bedzie *stabo gesto okreslony. Jesli D 5 x,, — 01 Az, — v, to dla kazdego
ceD
<&y >=lim < ¢, Az, >=lim < A'é x, >=0,

bo A’¢ jest funkcjonalem cigglym. Skoro D’ jest *stabo gesta, y = 0, a wiec A jest domykalny.
Niech teraz A bedzie domykalny. Przypusmy, ze wektor xg ma te wlasnosé, ze < &, zg >= 0
dla £ € D'. Wtedy
(0,20) € D(A'y* = T(A) = T(A)
na mocy (1) i domykalnosci A. To jednak pociaga xg = 0 i *-staba gestos¢ D' w X'. O

3. Niech X bedzie refleksywna, a A : D — X gesto okreslony. A jest domykalny, wtedy i tylko
wtedy gdy A’ jest gesto okreSlony. Jesli tak jest, to A” = A.

4. Niech A bedzie gesto okreglony i domykalny. A jest 1 — 1, wtedy i tylko wtedy gdy A’ ma
obraz *-stabo gesty. A ma obraz gesty, wtedy i tylko wtedy gdy A’ jest 1 — 1.

5. Méwimy, ze operator A : D — X jest odwracalny, jesli A jest bijekcja i A~! jest ograniczony.
6. Niech A : D — X bedzie domkniety. Wéwczas A jest odwracalny, wtedy i tylko wtedy gdy
A’ jest odwracalny. Wtedy tez (A")~1 = (471)".
Dowdd. Niech B = A~!. Wtedy
B'A'¢(x) = A'¢(Bx) = {(ABz) = {(x),  A'B'¢(z) = B'§(Ax) = {(BAz) = {()

dlaz € D, £ € D', co pokazuje, ze B’ jest ograniczonym operatorem odwrotnym do A’.
Niech teraz A’ bedzie odwracalny. Oznaczmy przez B’ ograniczony operator odwrotny.
Dla dowolnych z € D, £ € D/,

| <@,&>[=]<Ax, B¢ > | <|[(B) [ Azllfill,

czyli
]
[Az]| > TS
1B~
a stad A jest mocno injektywny i domkniety, a wiec ma obraz domkniety. Na mocy (4) obraz
ten jest tez gesty. Zatem A jest bijekcja. Operator A~! jest ograniczony na mocy twierdzenia

o wykresie domknietym. O

7. Jako bezposredni wniosek z poprzedniego punktu otrzymujemy, ze dla domknietego gesto
okreslonego operator A spektra operatoréw A i A’ sa identyczne. Co wiecej, jesli A € o(A4) =
a(A), to

A-a) = (-,



