4. Definicja mocno ciagglej polgrupy kontrakcji

i jej generatora infinitezymalnego

Niech X bedzie przestrzenia Banacha.

1. Jednoparametrowa rodzina T; € B(X) nazywa sie mocno ciggle pélgrupg kontrakcji, jesli
a) Tyrs = TiTs dlat,s > 0,
b) limy_o | T3x — z|| =0 dla x € X,
c) ||| <1, t>0.
7 powyzszych warunkow tatwo wynika, ze
d) Tp = I,
e) limy_4, Tyx = Ti,x dla z € X.
2. Jedli (T}) jest mocno ciagla pdlgrupa kontrakeji na X, to
D={zeX: %1_{% t~Y(Tyx — ) istnieje}

przyjmujemy jako dziedzine operatora

Tix —x

Uz = lim
t—0 t

ktory bedziemy nazywacé generatorem infinitezymalnym podtgrupy.
3. Jedli z € D, to funkcja t — Tix jest rézniczkowalna na [0, 00) i

d
%E.@ =UTix =T:Ux.

4. Generator U jest gesto okreslonym operatorem domknietym.

Dowod. Najpierw zauwazamy, ze wektory postaci
é
Ty = 5*1/ Tsxds, v € X,
0

leza gesto w X, a nastepnie bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze x5 € D oraz
Uxs = 5_1(T5m — x)

Zatem dziedzina generatora jest gesta w X.
Jesli natomiast D > x,, — x9 i Uz, — Yo, to z tozsamosci

t
Tixn :/ T Ux, ds
0
wnosimy, ze

t
Tt330=/ Tsyo ds,
0

skad tatwo wynika, ze g € D i Uz = yo. Zatem U jest domkniety. O
5. Jesli f:]0,9] — C jest funkcja ciagla, to

U/O5f(s)Tsxds = /jf(s)UTs:Uds, x e D.

Jedli sie wyrazi catke przez sumy riemannowskie, to wida¢, ze réwnos¢ ta wynika z domknie-
tosci operatora U.



6. Dla kazdego o > 0 operator
N

o0
Gox = / e Tz dt = lim e~ Ty dt

0 —o0 . Jo
jest operatorem rezolwenty U, czyli

(a =U)Gy =Gula—=U) =1.
Co wigcej, [|Gal < a7l
Dowdd. Postepujemy jak w przypadku pdélgrupy cigglej w normie, korzystajac z domknie-
tosci operatora U oraz z (5). Jesli x € D, to

N N d
G,Ux = lim e T,Uzdt = lim e Tyxdt
N—o0 /o N—oo Jo dt
N N
= A}im eftaTtx‘O + a/ e Tadt | = aGax — z,

a wiec Go(al — U) = Ip. Z drugiej strony, znéw dla z € D

N
Gox = lim e Tixdt = lim xy
N—o0 Jo N—o0

oraz N
Uzy = / e T Uzdt — GUzx — x,
0

wiec Gox € D 1 UGypx = Gox — . Korzystajac raz jeszcze z domknietosci U, wnioskujemy,
ze (al —U)G, = Ix. O



