5. Twierdzenie Hille-Yosidy

Niech X bedzie przestrzenia Banacha.

1. Twierdzenie. Niech U : D — X bedzie gesto okreslonym domknietym operatorem linio-

(0.1)

wym. Jesli (0,00) C p(U) i dla kazdego o > 0

1
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to istnieje dokladnie jedna mocno ciagta pélgrupa kontrakeji, ktorej generatorem infinitezy-
malnym jest U.

Il = 0)7I <

. Dowéd: Definiujemy operatory J, = a(al — U)~!. Dla kazdego z € X

Jox — x, gdy a — oo.
Z zalozenia ||.Jo || < 1, wigc wystarczy wykazac zbieznoéé dla x € D. Dla takich z mamy
Joxr —x = oz_lJaUx,
skad juz wynika (0.1). Widzimy tez, ze operatory U, = JoU (zwane przyblizeniami Yosidy)

sa ograniczone i
HetUaH _ He_taeaJO‘H < e—tozetozHJaH <1,

wiec dla kazdego o > 0 mamy ciagla w normie pétgrupe kontrakeji etVe.

. W drugim kroku pokazemy, ze wzoér

Tix = lim etVoy
a—0o0

definiuje mocno ciagta potgrupe kontrakcji. Rzeczywiscie, dla dowolnych o, 8 > 0ix € D
mamy

t d t
etVog — etUsy = / —et=9)WaesUs gg = / e(t_S)UaeSUﬁz:(Ugaz — Uam) ds,
0 ds 0

a wiec
|eVor — eVog|| < t|Usz — Unzl], z €D,
skad tatwo wynika nasza teza.

. Teraz zajmiemy si¢ generatorem Uy : Dy — X polgrupy Ti. Checemy wykazac, ze U = Up.

Jedli z € D, to ze wzoru
t
eWog — g = / Ve, x ds
0
otrzymujemy przez przejscie graniczne
t
Tix —x = / TUzxds,
0

skad wynika, ze x € Dy i Upx = Ux. Zatem U C Uy. Réwnosé obu operatoréw wynika z
faktu, ze oba maja o = 1 w swoich rezolwentach.
Jednoznacznosci potgrupy 7; dowodzimy tak, jak w przypadku potgrup ciaglych w normie.



