8. Uogblnione laplasjany

. Przypomnijmy, ze funkcjonat P na C°(R?) nazywamy uogdlninym Ipalasjanem (UL), jesli

jest rzeczywisty 1 dla kazdej rzeczywistej funkcji f € C2°(R) przyjmujacej w zerze najwicksza
wartosé

< P, f><0.
. Przyktlady:
a) < P, f >=>", ckDif(0), gdzie ¢;, € R,
b) P =32, ckjDiDjf(0)xraj, gdzie macierz (cji) jest nieujemnie okreslona,
¢) <P, f>=—cf(0)+ [ f(z)u(dz), gdzie p jest miara i [[u| < co,
d) < P, f >=1lime g fiy5. %dm, odzie 0 < o < 2.
. Zauwazmy, ze kombinacja liniowa UL z dodatnimi wspélczynnikami jest UL.

4. Miara Levy’ego: Niech P bedzie UL. Wz6r

<p f>=<Pf>  feCXR\{0}),
definiuje miare na R\ {0}, taka ze u(R%\ U) < oo dla kazdego otoczenia zera.
Dowdd. Jesli f € C*(R®\ {0}) jest nieujemna, to < P, f >> 0, bo —f przyjmuje w zerze

najwicksza warto$é. Zatem p jest funkcjonalem nieujemnym, a wiec (twierdzenie Riesza)
miarg.

Niech U bedzie otoczeniem zera, a ¢ € CZ°(U) funkcja nieujemna o najwigkszej wartosci
©(0) = 1. dla dowolnej nieujemnej funkeji f € C°(R?\ U), niech

9(x) = | flloop(z) + f(x),  z € R™.
Wtedy < P, g >< 0, wiec
< :uvf ><< P7 —p > HfHOO7

CO pociaga nasza teze. O

Od tej pory P oznaczaé bedzie uogdlniny laplasjan, a p = pp jego miare Levy’ego.

. Dla kazdej nieujemnej funkcji f € CgO(Rd) przyjmujacej warto$¢ 0 w zerze

<p, f>< P f>.

W szczegdlnosci,
/ |22 p(dz) < oo.
lz]<1

Dowdd. Niech ¢ € C°(Ry, [0,1]) bedzie funkcja réwna 1 w otoczeniu 0. Wtedy
<p,(I=@)f >=<Pf>—-<Pof><<Pf>
bo < P,¢of >> 0. Wobec dowolnoéci ¢ otrzymujemy teze. O

. Jedli f € C*(RY) 1 Df(0) =0 dla |a| < 2, to

<P f>= /f(w)ﬂ(dw)-

Dowéd. Niech h bedzie funkcja gladka, taka, ze h(x) = |z|? dla |z| < 1/2, h(z) = 1 dla
lz| > 11 h(z) # 0 dla z # 0. Wtedy f = hg, gdzie g € C®(R?) i g(0) = 0. Ponadto, hP
jest funkcjonalem nieujemnym, a wiec miara. Nietrudno zauwazy¢, ze hP = hu + ¢dg, gdzie
do jest miarg Diraca. Zatem

< P, f >=< P,hg >=< hP,g >= /h(a:)g(x)u(da:) = /f(a:),u(dm)



