9. Posta¢ uogdélnionego laplasjanu
Niech P bedzie UL, a u jego miara Levy’ego.

1. Jesli p € C°(R,[0,1]) jest réwna 1 w otoczeniu zera, to @P jest tez UL.

2. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia dla wielomianéw Taylora:

d
fi(z) = f(0)+ > Dipf(0)ax,
k=1

oraz

fo(z) = fi(z) + % > " D;Dy. f(0)x;xy.
ik

3. Méwimy, ze funkcjonal P na C2°(R?) ma nosnik zwarty, jesli istnieje zbiér zwarty S ¢ RY,
taki ze < P, f >=0 dla f o noéniku roztacznym z S.

4. Niech P ma noénik zwarty. Funkcjonat

<Puf>= [ (f@) - h@)utd)  f e CxRD,
jest UL.

Dowdd. Jesli f € C(?O(Rd) przyjmuje maksymalng wartoS¢ w zerze, to pochodne f znikaja
w tym punkcie, wiec

<P f>= (@) - FO)utdz) <0.
[

5. Posta¢ uogédlnionego laplasjanu: Niech P bedzie UL o noéniku zwartym. Wtedy P =
Py + Py, gdzie

d d
< Po,f >=cof(0) + Y exDif(0) + Y cuD;Dif(0),
k=1 k=1
przy czym ¢ < 0, ¢, € R, a macierz (cjj) jest nieujemnie okreslona.
Dowdd. Niech ¢ € C°(R?) bedzie réwna 1 na otoczeniu nognika P. Wtedy
<P f>=<Pof >=<Pofs >+ <Po(f-f)>

=<R¢h>+/¢ﬁfﬁﬂﬂ

=< Ppfs >+ <P, f> +/s0(f1 — f2)dp

i wobec tego
<%J>=<R@ﬁ>+/ﬂﬁ—hﬂu

k

LIS D) <Pt L Y Do‘f(O)/a:agp(:v)u(dx).
2 a2 2 =2

Widzimy wiec, ze Py ma zadang postaé, jesli
co =< P, >, cr =< P,xip >, 2cjp =< P,xjxpp > — /mj:pkgpd,u.

Pozostaje sprawdzi¢, ze macierz (c;ji) jest nieujemnie okreslona. W tym celu zauwazmy, ze
forma dwuliniowa

F(xvy) = chkxjykv
7k



jest symetryczna, wiec po ortogonalnej zmianie bazy przyjmuje posta¢ diagonalna z nowymi
wspoélczynnikami
20 =< P,xjp > —/xiwdu,

ktore sg nieujemne. O

. Dystrybucja: Wzorem

<P f>=<Pof>+<pl-p)f>
mozemy rozszerzy¢ funkcjonal P na przestrzen funkcji ograniczonych i gtadkich. Zauwazmy;,
ze wtedy

|< P f>]|< C(max sup |D*f(z)| + sup \f(x)\)
|al<2 |2|<1 z€RY

Zatem P przedluza sie jeszcze na przestrzeh ograniczonych funkceji klasy C? i zachowuje
przy tym wilasnos¢ UL:

<P f><0, feC:RY, f<f0).

W szczegdlnoscei, mozna patrzeé¢ na P jako na ciagly funkcjonal na przestrzeni Schwartza
S (Rd), czyli dystrybucje temperowang.



