Zwartos¢ w topologii zbieznosci punktowej

Niech X bedzie zwarta przestrzenia topologiczna. Bedziemy rozwazaé¢ nastepujace wiasnosci
podzbioréw przestrzeni C(X) z topologia Tichonowa zbieznosci punktowe;:

a) (warunkowa) zwartosé,
b) (warunkowa) ciagowa zwartos¢,

c¢) (warunkowa) przeliczalna zwartos¢.
Ostrzezenie. Punkt skupienia ciagu nie musi by¢ granica zadnego z jego podciagdéw. Rozwazmy
przestrzen C([0,1]). Dla ¢t € [0, 1]™ niech
Ar={t:1<k<n}co01].

Jedli h € C(][0,1]), niech
By ={z €[0,1] : |h(x)| > 1}.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla kazdego n € IN zbiory otwarte

Up={t€[0,1]" : h(A) C (=1/n,1/n)}, |Bp| >1—-37",
tworza otwarte pokrycie [0, 1]™, wiec istnieje skonczony zbiér H,, C C([0,1]), taki ze
0,1"c |J Un
heH,

i|Bp| >1—3"" dla kazdego h € H,. Stad juz widaé, ze funkcja zerowa jest punktem skupienia
przeliczalnego zbioru H = |J,, Hy, ale zaden ciag elementéw H nie moze by¢ zbiezny punktowo
do zera. Rzeczywiscie, kazdy taki ciag zawiera podciag (hy) majacy co najwyzej jeden wyraz w
kazdym ze skonczonych zbioréow H,. Wtedy

| () Bul>1-> 3"=1/3,
k=1 n=1

wiec hi(z) > 1 dla wszystkich k& na zbiorze niepustym (bo dodatniej miary) i nie moze by¢ zbiezny
punktowo do zera.

Chcemy otrzymaé¢ nastepujace réwnowaznosci
a) <= b) < o¢).
Jako ze implikacje a) = c¢) oraz b) = c¢) sa natychmiastowe, obiecany wynik ujmiemy tak:

0.1. Twierdzenie. Jesli zbior H C C(X) jest warunkowo przeliczalnie zwarty, to jest takze wa-
runkowo zwarty i warunkowo ciggowo zwarty. Co wiecej, kazdy punkt domkniecia H jest granicq
pewnego podciggu elementéow H .

Dowdéd. Niech H C C(X) bedzie warunkowo przeliczalnie zwarty. Dla kazdego = € X zbiér H(x) =
{h(z) : h € H} jest ograniczony, wiec H jest zbiorem warunkowo zwartym w C*X. Pokazmy, ze
domkniecie H w tej wiekszej przestrzeni zawiera sie nadal w C(X). To oczywiscie juz pociaga nasza
teze.

Zalézmy nie wprost, ze g € H \ C(X). Istnieje wtedy punkt z¢ € X, w ktérym g nie jest ciagla.
Indukcyjnie konstruujemy ciagg punktow xy € X i ciag funkcji f,, € H, w taki sposéb ze

(0.2) 9(zx) = g(xo)| > e, k>1,
(0.3) [fuzr) —glep)l <1/n,  0<k<n,
(0.4) | fr(xr) — ful(zo)| < 1/K, E>n>1

dla pewnego £ > 0. Niech h bedzie punktem skupienia zbioru {f, : n > 1}, a y punktem skupienia
zbioru {x : k> 0} C X. Z (0.3) i (0.4) wynika

(05) h(‘rk) = g(:L‘k), fn(y) = fn(xo)v k> 07n > L
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Uwzgledniajac (0.2) i (0.5), mamy
e < lg(ar) — g(@o)| < |h(z) — h(y)| + [h(y) — fu(y)]

+ [fn(@0) = g(xo)| < |h(zx) — h(y)| + [h(y) — fu(y)] + %

dla n,k € N. Aby otrzymaé sprzeczno$é, wybieramy odpowiednie n i k.
Przechodzimy do drugiej cze$ci dowodu. Kolejno pokazemy, ze

a) kazdy element domkniecia H jest punktem skupienia pewnego ciagu elementéw H,
b) kazdy punkt skupienia ciagu elementéw H jest granica pewnego podciagu tego ciagu.

Rzeczywiscie, niech g nalezy do domknigcia warunkowo przeliczalnie zwartego zbioru H w C'(X).
Dla kazdego n € N i kazdej funkcji h € H niech

1
Uh = {t = (t]_,tz,... ,tn) € X” : |g(tk) — h(tk;)| < n} .

Zbiory Uy sa otwarte, a nasze zalozenie implikuje, ze stanowig pokrycie zwartej przestrzeni X™.
Istnieje zatem skonczona rodzina H, C H, taka ze kazdy element ¢t € X" nalezy do ktérego$ ze
zbioréw Uy, dla h € H,,. W takim razie dla kazdego otoczenia bazowego g w C'(X) istnieje element h
z przeliczalnego podzbioru Hy = |J,—; H, C H lezacy w tym otoczeniu. Po uporzadkowaniu zbioru
Hj otrzymujemy zadany ciag. W ten sposob udowodnilismy teze a).

Przechodzimy do dowodu tezy b). Niech (g,) bedzie ciagiem elementéw H i niech go bedzie
punktem skupienia tego ciagu. Wprowadzmy w X najstabsza topologie, w ktorej wszystkie funkcje
gr sa ciagle. Nie musi to by¢ topologia Hausdorffa. Mozna ja jednak opisaé¢ przez potmetryke

’ =2 1+ [ge(2) — gr(y)]

a nastepnie, dzielac przez relacje réwnowaznosci

rry <= d(z,y)=0,

otrzymaé przestrzen metryczng X' bedaca cigglym obrazem X przez odwzorowanie ilorazowe. Jest
wiec X' zwarta i metryczna, a zatem i oSrodkowa.
Funkcje
9r(@") = gi(2)

sa ciagle na X' 1 g(, jest punktem skupienia ciaggu (g;,). Co wiecej, zbiér G' = {g,. : k > 1} jest
warunkowo przeliczalnie zwarty, a wiec na mocy Twierdzenia 0.1 warunkowo zwarty. Z twierdzenia
Arzeli-Ascoliego wynika, ze rodzina funkcji G’ jest jednakowo ciggla, a wigc zbiezno$é punktowa
ciggu elementéw G’ na X' jest rébwnowazna zbieznosci na gestym podzbiorze. Ale X' jest osrod-
kowa, co pozwala wybraé¢ metoda przekatniowa zbiezny do g, podciag (g;j) ciggu (g}, ). Nietrudno
zauwazy¢, ze podciag (gx,) jest zbiezny punktowo do go. O

Jako wniosek otrzymujemy

0.6. Twierdzenie (Eberlein-Smulyan). Dia podzbioru M przestrzeni Banacha E staba zwartosé,
przeliczalna staba zwarto$é i ciggowa staba zwartosé sqg wlasnosciami réownowainyms.

Dowdd. Niech X bedzie kula jednostkowsg z topologia *slabg. Z twierdzenia Banacha-Alaoglu wie-
my, ze X jest przestrzenig zwarta. Przestrzen E ze stabg topologia jest podprzestrzenia przestrzeni
(E")* wszystkich funkcjonaléw liniowych na E’ z topologia zbiezno$ci punktowej. Ta ostatnia jest
w naturalny sposéb homeomorficzna z podprzestrzenia CX. Zatem

Esu— f, € C(X)cC¥, fulz) =< u,x >,

jest zanurzeniem homeomorficznym. Teza wynika wigc z Twierdzenia 0.1. (]



