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1. Teoria pélgrup operatoréw — zadania

. Udowodnij nieréwnosc¢
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. W przestrzeni Banacha X dany jest podwéjnie indeksowany ciag wektorow (x,x), taki ze
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. Niech f : [a,b] — X bedzie cigglym odwzorowaniem odcinka w przestrzen Banacha X. Dla kazdego

podzialu 7 = {t; }é‘\’:o odcinka [a, b] definiujemy sume riemannowska

N-1

S(fm) =Y (tjr1 —t;)f(t;) € X.
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Niech 6(7) = maxogj<n—1(tj+1 — t;). Pokaz, Ze istnieje granica
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i ma wtasnosci catki. W szczegdblnodci,
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dla kazdego A € B(X).

. ZnajdZ macierz e*4, jesli

a)A:((l) 01)’ b)A:<(1) (1)> C)A:(—11 —11>

Ktére z pélgrup sa ograniczone na a) R?, b) C*?

. Niech F bedzie odwzorowaniem okreslonym na otwartym podzbiorze U przestrzeni Banacha X i o

warto$ciach w przestrzeni Banacha Y. Przez pochodng F w punkcie a € U rozumiemy A = F'(a) €
B(X) (ograniczone odwzorowanie liniowe), takie ze

[F(a+h) = F(a) = Ah| = o([[R[)), ~ h—0.
Niech U bedzie zbiorem odwracalnych i ograniczonych operatoréw liniowych na przestrzeni Banacha

X. Zauwaz, ze U jest otwartym podzbiorm B(X) i oblicz pochodna odwzorowania F(A) = A~! w
punkcie B € B(X).

. Przypomnij dowéd twierdzenia Banacha o odwzorowaniu otwartym w ujeciu Pytlika (Analiza funk-

cjonalna, str 89-90). Zauwaz, ze podana argumentacja zachowuje wazno$é, gdy operator ograniczony
zastapimy operatorem domknigtym.

. Niech bedzie dany domkniety operator A : D — X. Niech T bedzie ograniczony. Pokaz, ze operatory

A+ T oraz AT i T A sa domknigte. Najpierw zdefiniuj starannie dziedziny tych operatoréw.

. Niech A bedzie gesto okreslonym domknietym operatorem na przestrzeni Banacha X. Niech forma

< (z,y), (&,m) >= £(y) — n(x) zadaje dualnoéé X x X i X’ x X'. Pokaz, ze jesli X jest refleksywna,
to I'(A) =T(A")*.

. Niech {e,} bedzie baza ON oérodkowej przestrzeni Hilberta H,a {z,} jej gestym podzbiorem. Niech

D bedzie przestrzenia skoficzonych kombinacji liniowych wektoréw bazy. Niech A(>")_, aker) =
>or_, axz. Pokaz, ze wykres A jest gesty w H. Co mozna powiedzie¢ o A’?

Wykaz, ze wykres operatora Af = f/(0)1, gdzie 1(¢) = 1 dla 0 < ¢t < 1, o gestej dziedzinie D =
CL([0,1]) w X = C([0,1]) jest gesty w X x X.
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