4. Teoria pélgrup operatoréw — zadania

Niech X bedzie przestrzenia Banacha.

1.

Niech U bedzie generatorem mocno ciaglej polgrupy kontrakcji T3, a U, aproksymacjami Yosidy
operatora U. Udowodnij, ze dla kazdego A > 0 i kazdego x € X

()\I _ Ua)_lx - (AI _ U>_1:1c,

gdy a — oc.

. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze we wzorze

By ()

zbieznos¢ przy o — oo jest jednostajna wzgledem n i wyprowadz stad

tU\ "
lim (I—) z =Tz, reX, t>0.
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. Niech U bedzie generatorem mocno ciaglej potgrupy kontrakcji T;. Udowodnij, ze dla kazdego m > 1

i kazdego A >0

—-m 1 > m—1_—At
. Niech T} bedzie mocno ciagta pélgrupa operatoréw na X. Sprawdz, ze operator
The — T x —
Ax:}lbii%%, meD:{zeX:}ILii%% istnieje},

jest gesto okreslonym operatorem domknietym. Podobnie jak w przypadku pélgrup kontrakcji be-
dziemy go nazywaé generatorem infinitezymalnym poélgrupy.

. Niech T; bedzie mocno ciagla pélgrupa operatoréw, taka ze ||Ty|| < M dla ¢t > 0 i pewnego M > 0.

Wykaz, ze wzoér
[z]|" = sup || Tpx|
>0

definiuje nome réwnowazng wyjsciowej, wzgledem ktérej pélgrupa staje sie mocno ciagla pdlgrupa
kontrakcji.

. Niech bedzie dany gesto okreslony domkniety operator A : D — X, taki ze (0,00) C p(A). Zalézmy,

ze dla kazdego A > 0 i kazdego n € N
[[A*(A—A)~"| < M.

Dla g > 01z € X niech
[ = supsup [|p" (uI — A)"x].

u>0 n
Udowodnij, ze || - ||' jest norma réwnowazna normie wyjsciowej, bo
lzll < llzll” < Mllz|l,  =z€X.

Co wiecej, w nowej normie operator A spelnia zalozenia twierdzenia Hille-Yosidy, a wiec jest genera-
torem mocno ciaglej pétgrupy kontrakeji.

. Korzystajac z poprzedniego zadania i twierdzenia Hille-Yosidy, udowodnij nastepujace uogdlnienie

tego twierdzenia: Niech A : D — X bedzie gesto okreslonym i domknietym operatorem liniowym w
X, ktorego zbidr rezolwenty zawiera (0,00). Niech ponadto dla kazdego A > w i kazdego n € N

[(A = w)" (AL = A)™"| < M,

gdzie M >0 iw € R. Wowczas A jest generatorem mocno cigglej pdlgrupy operatoréw Ty spelniajq-
cych oszacowanie ||Ty|| < Me™t.
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