
6. Teoria półgrup operatorów – zadania

1. Niech T będzie ciągłym funkcjonałem na S(Rd) o zwartym nośniku. Dla f ∈ S(Rd) definiujemy

T ? f(x) =< T̃ , fx >, f ? T (x) =< T, f̃−x >,

gdzie < T̃ , f >=< T, f̃ >, f̃(x) = f(−x), fx(y) = f(y+x). Zauważ, że jeśli < T, f >=
∫
F (x)f(x) dx,

gdzie F ∈ L1(Rd), to

F ? f(x) =
∫
F (y)f(x− y) dy.

Udowodnij, że jeśli f, g ∈ S(Rd), to T ? f ∈ S(Rd), T ? f = T ? F , oraz

T ? (f ? g) = (T ? f) ? g.

2. Niech X będzie przestrzenią Banacha. Dla wektora x ∈ X niech

F (x) = {ξ ∈ X ′ :, x, x′ >= ‖x‖2 = ‖ξ‖2}.
Zauważ, że F (x) 6= ∅. Udowodnij, że operator A : D → X jest dysypatywny, wtedy i tylko wtedy gdy
dla każdego x ∈ D ⊂ X istnieje ξ ∈ F (x), taki że Re < Ax, ξ >¬ 0. (Pazy, Theorem 4.2).

3. Niech P będzie symetrycznym UL na Rd, takim że < P, f ◦ δt >= tα < P, f > dla f ∈ S(Rd).
Udowodnij, że P ? µ1 wyznacza ograniczony operator splotu na L2(Rd).
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