1. Szeregi potegowe, funkcja wyktadnicza i logarytm

Niech bedzie dana liczba a € C.

1. Cligg a™ jest zbiezny tylko wowczas, gdy |a| < 1 albo a = 1.

Dowad.
(i) Jesli |a| < 1, to |a”| = |a|® — 0. Czyli a™ — 0.
(ii) Jedli |a| > 1, to |a™| = |a|™ — oo. Czyli a" — .
(iii) Jedli ja| =1ia=1,toa"=1— 1.
(iv) Jedli Ja] = 1ia # 1, to [a"™ —a"| = |a"(a — 1)| = |a"|]a — 1] = |a|"]a — 1] =

la — 1] > 0, wiec a” zbiezny by¢ nie moze.

O
2. Szereg 00, a™ jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |a| < 1.
Dowaod. Jedli a # 1, to

1 _aNJrl 1

N
I e
n=0

l1—a 1—a

jesli |a| < 1. Jedli |a| > 11 a # 1 to powyzsza suma jest rozbiezna. Wreszcie, jesli a = 1,
to

N
Za":N—i—leoo.
n=0

Przyklad. Rozpatrzmy a = . Mamy

ol (z)” 1 — (LNt 1 1+4 442
Z — = - — == - .
=3

i 5
n=0 2 1_5 4

Szeregiem potegowym nazywamy szereg postaci

o0

> apz", a, € C.

n=0

Promien zbieznosci szeregu potegowego to
[e.e]
r=sup{z > 0: Y _|a,|z" < co}.

n=0

Promien zbieznosci szeregu > 0° ,a,2" jest, jak wida¢, rowny promieniowi zbieznosci
szeregu o0 o |a,|x™.

3. Jesli |z| <7, to szereg Yo%, anz"™ jest zbiezny bezwzglednie. Jesli natomiast |z| > r,
to ciag |as||z|™ jest nieograniczony, zatem Y o0, a,z" jest rozbieiny.
1



Dowdd. Pierwsza czes¢ wynika z definicji promienia zbieznosci. Jesli |z| > r i istnieje
takie A < 00, ze |a,||2]" < A, to dla ¢ € (r,|2])
oo oo
2 lonla” = 2 laall2I" () < ZA( ) ‘AZ( ) o
n=0 n=0 n ’Z‘ ’Z‘
co daje sprzeczno$¢ z okresleniem promienia. ([l
Czesto promien zbieznosci szeregu potegowego mozemy obliczy¢, korzystajac z poniz-
szych zalezno$ci:
(1) Jesli {/|an| — a, tor ==+,
(2) Jesli a,, # 0 oraz % — a, to {/]a,| — a.

Pamietajmy jednak, ze granice te moga nie istniec.

Przyktad. Szereg > °° ;2" ma a, = 1. Tak wigc {/|a,| =1 — 11ir = 1. Szereg ten jest
zbiezny dla z € K(0,1) i rozbiezny dla z € C\ K(0,1).

Przyktlad. Dla 2, Z—Z jest a, = # Zatem

QAn+1 ( n >2
= —)1’
a, n+1

czyli 7 = 1. Szereg jest zbiezny dla |z| < 1 oraz rozbiezny dla |z| > 1. Dla |z| = 1
zachodzi

o o0
|2[" 1
2 — — <

tak wiec w tym przypadku szereg jest zbiezny.

Twierdzenie 4. Niech Y07 | a,2" bedzie szeregiem potegowym o promieniu zbieinosci
r > 0. Wtedy funkcja

[e.e]
=Y a,2", |zl <,
n=1

jest ciggla.

Definiujemy exp(z) = e* = "~ Mamy

n= O m
Gt n! 1
an (n+1)! n+1
Oznacza to, ze promien zbieznosci r jest nieskonczony, a zatem funkcja jest okreslona na
catej ptaszczyznie z € C. Funkcja exp: C — C posiada nastepujace wtasnosci:

e* = et = e%(cosy +isiny) , z,y € R;
jest okresowa ze zbiorem okresoéw postaci {2k }ez.
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Dowdd. (1). Ciaglto$¢ wynika wprost z twierdzenia o ciaglodci szeregu potegowego.

(2).Ta wtasnos¢ jest najwazniejsza, bo z niej wynika wiele pozostatych. Jej dowdd jednak
pominiemy.

(B).=1+0+%+...=1
(4). efe =) =0 =11

(5). Zauwazmy, ze

) 00 (zy)” 00 o) )2k+1
Yy
D Dy ,;0 .+Z (2 +1)!
B oo( 1>k 2k )ky2k+1
= X o (2k Z:: (2k+1

k=0
= cosy +¢siny.
Stad

"t = %" = e”(cosy + isiny)

(6). Rozwazmy z; = 1 +1iy1, 29 = To + 1y, takie ze e® = e*2. Wowczas €™ et = ™22,
czyli
e (cosy; + isiny;) = €™ (cosys + isinys).
Wynika stad oczywidcie, ze £1 = x5 oraz cosy; + iSiny; = cos Yy + ¢ sin y,, a wiec
7 )
{ COSY; = COSs

siny; = sinys

Otrzymujemy vy, = vy + 2km, czyli e®1tW = 21 HW+2km)  Zatem

21 = 2o + 2kmi.
O
Whniosek 5. Dla kazdego z € C' zachodzi e* # 0.
Dowéd. |e*] = |e"T%¥| = e®|e®| = e > 0 O

Uwaga.
(1) Niech z # 0. Wtedy

z=r(cosp+ising) =e

(2) exp(C) = C\ {0}.

lnT(COSgD +isin 80) — elnreup — 61nr+up.

Definiujemy funkcje trygonometryczne argumentu zespolonego:

o o
) (_1)nz2n+1 (_1)712271
sinz = —_ cosz = —_—
nZ::O (2n+ 1) 7 ,;) (2n)!
Mamy
e = cosz +isinz, e ¥ =cosz —isinz,



skad otrzymujemy
eiz + e—iz )
cos z = sin z = 5

—Y_eY .
. Tak wigc

Dla z = 1y mamy siniy =
lim siniy — —o0, lim siniy — oo.
Yy—00 y——00

Wida¢ wiec, ze na osi urojonej sinus jest funkcjg nieograniczong. Podobnie rzecz ma sie

7 cosinusem.
Zauwazmy tez, iz zachodzi zalezno$¢
. 9 9 ezy_e Y €Zy+e Yy
sin“ z + cos“ z = _—
2 2
1 . . . .
=1 (—62”‘ — e 4 2 W e 2) =1

Lemat 6. Dla kazdego 6 € (0, 27)
N 1 N 1
Z sinnf| < — oraz Z cosnb| < —
o sin 3 o sin 5
Dowdd.
N N N N 1 — iN+1)0
Zcosn@—l—iZsinnH:Zcosn@—i—z’sinn@zz:eme: -
n=0 n=0 n=0 n=0 l—e
ez‘NQHG e—i%e 1 — i(N+1)E iﬂee—iNgle _ ez'lee zﬂesm %9
— - - - — e 2 - - ] —
ezg e_zg 1—et? @_Zg — e’g smg
N . N+1 . . N+1 1
= (cos —@sin 0 + isin —6sin 9) —
2 2 2 sin 5
Tak wiec
Zeme = Zcosn&—l—isinn@ < —
n=0 n=0 S 2
i tym samym
N 1 N 1
Z sinnf| < — oraz Z cosnb| < —
n—0 S1n 3 n—0 Sin 9
O

Przypomnijmy
Kryterium 7 (Dirichleta). Szereg Yo%, anb,, jest zbiezny, o ile b, \, 0 i sumy czescio-

we SN o a, sq wspélnie ograniczone.
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Przyklad. Pokazemy, ze szereg
io: (_1)n22n

n=1
ma promien zbieznosci r = 1 1 jest zbiezny we wszystkich punktach okregu |z| = 1 z
wyjatkiem ¢ oraz —1.
Zbadajmy najpierw szereg > -7 %, dla ktoérego a,, = % Mamy

n

[ __n
|| n+1

— 1

Y

czyli r = 1 i szereg jest zbiezny, jesli |z| < 1. Rozwazmy z, takie ze |z| = 1. Mozemy je
zapisaé jako z = e = cos + 1 siné’ gdzie () 0 < 2m. Wtedy

© e cos nd ,°° sin nd
> Doyt

nln n=1 n=1

sin nf@
n

Na mocy kryterium Dirichleta szereg >, jest zbiezny dla kazdego 6 z przedziatu

[0,27), bo L\, 0 oraz

dla0<9<27r

Sln 5

N
ZsinnGzOdlaein
n=1

N
> sinnf| <
n=1

Kryterium Dirichleta zapewnia réowniez zbieznos¢ o2 % dla 0 € (0,27), poniewaz
dla takich € zachodzi

st'

Dla 6 = 0 jest X cosnf = 0, 1 = N — oo, wiec szereg jest rozbiezny. Stad szereg

o0 % jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| <liz#l.
Nlech
oo z’n,
Siz)y=>» —.
(2) n; .
Zatem
n ,2n

1
i szereg ten jest zbiezny doktadnie, kiedy | — 22| < 1 oraz —2% # 1, tj. wtedy gdy |2| < 1

iz¢{—ii}.

Przyklad. Typowym przyktadem na zastosowanie kryterium Leibniza zbieznosci szeregu
jest Y202, €ART. Poniewaz cosnm = (—1)", mamy

X cosnmt X (1) &

n=1

Przechodzimy do definiowania argumentu i logarytmu liczby zespolonej. Niech o € R.
Niech

20
|

{z=z+iy: a<y<a+2n},
Lo = {re":r >0}, Q, =C\ L,.
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Dla z € Q, okreslamy arg, z jako argument z z przedziatu (a, a + 27).

8. Dla z =re*? € Q,

2m
gdzie m(x) oznacza czesé utamkowq liczby rzeczywistej x.

arg, z = arg, re’ = o+ m (gp — a) 2m,

Dowéd. Niech z = re™ € . Dla pewnego ¢g € (@, a + 27) mozemy napisaé
z=re? =re,

to znaczy ¢ = g + 2km. Stad

p—a $o — &
=k+— .
2 + 27

900—Oé:m<90—04>
27 27 ’

w zwigzku z czym g = a + m (%) 2m i

Jako ze k € Z 1 2= € [0,1),

arg, z = arg, re'’ = a + m (80 — Oé) 2.
2m

Definiujemy log,: €2, — P, wzorem
log, z = In|z| +iarg, z.
Jak wida¢ logarytm jest funkcja ciagla.
9. Dla ustalonego o € R

exp: P, %11) Qn, oraz log,: Q, 1n;al) P,
sq funkcjami wzajemnie odwrotnymi.
Dowéd. Rzeczywiscie, jedli z = re’? € Q,, mozemy przyjaé, ze ¢ € (a, a + 27). Wtedy
exp(log, z) = %87 = N7l — pei — 2

tak jak chcieli$my:.
7, drugiej strony, jesli z =z + 1y € P,, to

log,,(exp z) = log, "™ = log, e“e”¥ = Ine” +iy =z + iy = 2,

wiec wszystko sie zgadza. O



