2. Catkowanie funkcji zespolonych

Niech f =u+iv: [a, 5] — C. Calke z ciaglej funkcji zespolonej f definiujemy jako

/j F(t)dt = /ju(t)dtJrz’/Bv(t)dt.

«

Niech [o, 5] C R, f,g: [a, 8] — C, XA € C. Calka w sensie zespolonym posiada podobne
wlasnosci jak catka w sensie rzeczywistym:

(1) SO + )byt = [7 f6)dt + [ g(t)dt;
(2) [PAf(t)dt = X [P f(t)dt dla )\ € C;

(3) [J2 f()de] < 215 (8]t

Dowaéd. Niech f=u+1iv, A =z + iy. Wtedy

/j Af(t)dt = /j(xu(t) —yv(t))dtJri/j(yu(t) +ao(t))dt

— x/ju(t)dt - u/jv(t)dt +i (y /ju(t)dt + x/jv(t)dt)
= (z +iy) (/ju(t)dt—ki/jv(t)dt) - /\/j F(t)dt,
co dowodzi (2).

Dla kazdej liczby zespolonej z istnieje liczba € o module 1, taka ze |z| = ¢ z. Dobie-
rajac odpowiednio #, mamy wiec

/j f(t) dt‘ = ¢ /j f(t)dt = /j e f(t)dt
< [ Rieo s ar< [ IR o) di
< [Nl

co daje (3). Latwe sprawdzenie (1) pomijamy. O
Przyklad.
B . B B
/ e'dt :/ Costdt—l—i/ sin tdt
B B

—1cost
(e}

= —i(cosf+isinf) — (—i)(cosa +isina) = 1 (ew - eia) .
1

=sint

=sinff —icosf — (sina — icos )

Q



Przyklad. Niech F = u + iv: [a, 3] — C bedzie klasy C'. Wtedy

B B B
/ F'(t) dt = / (1)t +i/ V(1)dt
= u(f) —u(a) +i(v(F) — v(@))
= F(B) — Fla).
Przyktad. Pokazemy, ze
2w
| sinktsintrd = 0. k#1,
0 ™ ,k’ =1.
Z faktu, ze sinz = %(eiz — e7%¥), otrzymujemy
1

/O27r sin kt sin ltdt = 1 0% (eikt — e_““) (e“t — e—“t) dt

L2 i i 2Tkt it 2T ikt ikt i
= —— (/ e"tet dt—/ et dt—/ e et dt+/ e e dt).
4 \Jo 0 0 0

Tak wiec dla k # | mamy
21 1 2 21 . 1 27
/ sin kt sin ltdt = —f/ ' kDt g —|—/ emik 0t — _— . 2/ cos(k + l)tdt = 0.
0 4 Jo 0 4 0
Natomiast dla k ={
2m

27 ]_
/ sin kt sin ltdt = / sin?ktdt = -~ -2-2r = 7.
0 0 4

Funkcje v: [a, 8] — Q C C klasy C!, gdzie Q jest zbiorem otwartym, nazywamy
krzywg klasy C'. Bedziemy przyjmowaé oznaczenie

v =7 (o, ).
Przez catke po krzywej v: [, 8] — C klasy C' z funkcji f € C(v*) rozumiemy
B
[ 1e)dz= [ pw) v,
¥ «
Taka catke nazywamy calkq zorientowang lub skierowang.

Przyktad. Niech v: [0,1] — [a,b] C C, v(t) = a + t(b — a), bedzie parametryzacja
odcinka. Wtedy

/Vf(z)dz:/Olf(a+t(b—a))(b_a)dt

Jedli teraz przyjmiemy a =i, b =11 f(z) = 22, dostaniemy
1 1
/[ s :/ [z’+t(1—z’)]2(1—z’)dt:(1—2')/ [—1 +2(1 — 4)it + (1 — )%t
il 0 0
: : 21 : 1 N3
= (1-1) [—1+(1+2)+(1—2) 3] :@—1+2+§(1—z)

1 1
=i+ 1+2(1-3-3i+i)=(1+i)
2



Podobnie 1
?dz = ——(141).
/[M]z dz 3( +1)
Catka po krzywej posiada znane wtasnosci:
(1) [, (f(z) +9(2)) dz = [, f(2)dz + [, g(2)dz;
(2) [ Af()d = A [, f(2)d
(3) ‘fw f(z)dz‘ < ML(y), gdzie M = sup |f(2)|, a L(7) jest dtugoscia krzywej.

Zauwazmy bowiem, ze

8 B B
[ F@d| = | [ 1@y 0] < [T GO @< M [ 0ld = MLE).

Skoriczong rodzing krzywych C = {y1,72, ...,V } klasy C' bedziemy nazywaé lancu-
chem. Przez caltke po tancuchu C bedziemy rozumieli sume

/Cf(z)dz:g:l/% f(2)dz.

Bedziemy tez czasem pisac

/Cf(z) dz = /71+---+w f(z)dz.

Lancuch C, w ktérym poczatek krzywej i1 pokrywa si¢ z konicem krzywej v, bedzie-
my nazywali drogg. Na droge mozna tez patrzeé, jak na krzywa 7 : o, 3] — C kawaltkami
klasy C!. Najczesciej ,uczeszczanymi” przez nas drogami beda famane, okregi, tuki okre-
gow i inne drogi sktadajace sie fragmentami z wymienionych. Oczywiscie drogi mozna
tez w oczywisty sposob sktadaé, otrzymujac w ten sposob nowa dtuzsza droge.



