3. Sp6jnosé i jednospbjnosé
Niech zq, 29,...,2, € C. Przez
[21, 22, - - - Zn)
oznacza¢ bedziemy famang o wierzchotkach z;. Lamana nazywa sie zamknieta, jesli z, =
z1. Lamana nazywa sie zwyczajna, jesli nie ma samoprzecie¢. W szczegolnosci tamana o
dwdéch wierzchotkach jest odcinkiem
[a,b] ={a+t(b—a):0<t <1}

Zbior otwarty 2 C C nazywa sie spojny, jesli dla kazdych a,b € () istnieja punkty

21,29, ..., 2%n, takie ze
(21, 29, ..., 2n) C Q, z1=a, z, =b.
Innymi stowy, spojnos¢ zbioru otwartego oznacza, ze kazde dwa punkty mozna potaczyc
tamang zawarta w tym zbiorze.
Przyktad. Koto
K(a,r)={z€C:|z—a| <1}
jest zbiorem sp6jnym, natomiast zbioér
V={z=x+1iy:zy >0}
nie jest zbiorem spojnym. Podobnie zbior otwarty
U={z€C:|Rz| > 1}

nie jest spojny.
Twierdzenie 1 (Jordan). Niech T' bedzie tamang zwyczajng zamknietq. Istniejg wow-
czas roztgezne zbiory otwarte i spojne €y 1 )y, takie Ze

C\T =Q,UQ,

gdzie Qg jest ograniczony oraz

0Qp =00 =T

Tytutem komentarza dodajmy, ze Qg = Q UT jest wielokatem ograniczonym przez I',
a zbiér ; musi by¢ nieograniczony.

Zbior otwarty €2 C C nazywamy jednospojnym, jesli dla dowolnej tamanej zamknietej
zwyczajnej [ zawartej w ) caly wielokat ograniczony przez [' zawiera sie w €).

Przyktad. Koto bez punktu
N={z€C:0<|z—a| <1}, aeC, r>0,
nie jest zbiorem jednosp6jnym. Natomiast zbior V' z poprzedniego Przyktadu jest jedno-
spojny. Zbiorem niejednospdéjnym jest tez pierécien
U={z€C:1<|z| <2}

Intuicyjnie rzecz biorac, zbior jednospdjny to zbiér bez ,dziur”. Mozna tez postuzyé
sie nastepujacym obrazowym modelem. W kazda ,dziure” lub ,wysepke” reprezentujaca
punkty spoza zbioru wbijamy choragiewke jak na polu golfowym, a nastepnie rzucamy

w nasz zbior petle lassa. Jesli do punktu zbioru, w ktérym stoimy mozna catkowicie
1



Sciagnac petle, to moéwimy, ze krzywa zakreslona przez petle jest Sciggalna do punktu.
Jasne jest, ze kazda krzywa w zbiorze mozna Sciggna¢ do punktu wtedy i tylko wtedy,
gdy na przeszkodzie nie stoi zadna choragiewka. Tego wtasnie wymagamy od zbioru
jednospdjnego.

Zbior U C C nazgywamy gwiazdzistym, jesli istnieje punkt a € U, taki ze dla kazdego
z € U odcinek [z, a] zawiera sie w U. Oczywiscie zbior gwiazdzisty jest spdjny. Dobrym
przyktadem zbioru gwiazdzistego jest ptaszczyzna bez potprostej

U=C\{r(cosp+ising):r >0}

gdzie ¢ jest ustalonym katem. Jako punkt a mozna wybra¢ ktorykolwiek z pozostatych
punktéw tej prostej:

a = —r(cosp +icosy),
gdzie r > 0.

Twierdzenie 2. Kazdy otwarty podzbior gwiaZdzisty plaszczyzny jest jednospojny.

Dowdéd. Niech a € U bedzie punktem, z ktéorym mozna potaczyé¢ odcinkiem kazdy punkt
z € U. Niech I' C U bedzie tamang zwyczajna zamknieta. Oznaczmy przez W wielokat
otwarty ograniczony przez I'. Chcemy pokazac, ze W C U.

Niech a # z € W. Rozwazmy prosta P wyznaczona przez a i z. Prosta ta przecina I" co
najmniej w dwoéch punktach zq, 25 lezacych po przeciwnych stronach punktu z. Niech to
beda punkty najblizsze punktowi z. Punkty lezg na prostej w jednej z trzech mozliwych
kolejnosci: a) z1,29,a 1 wtedy z € [z1,a] C U, b) a,z1,2 1 wtedy z € [20,a] C U, c)
21,a, 23 1 wtedy 2z € [21,20] C U. O



