4. Réwnania Cauchy’ego—Riemanna

Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym i niech f: Q — C. Méwimy, ze f ma w punkcie
a € §2 pochodna w sensie zespolonym (jest holomorficzna w a) réwna ¢ € C, jesli

o FE) = f@)

Piszemy wtedy
df (2)
c= f'(a) =
fa) =7
Zauwazmy, ze warunkiem rownowaznym istnieniu pochodnej jest istnienie liczby ¢ € C,
takiej ze
z)— fla) —c(z—a
IRV OEVERD
z—a

Stad natychmiast wynika, ze funkcja holomorficzna w punkcie a jest w tym punkcie
ciggta, bo spetnia
f(z) = fla) = (r(z) + ¢) (z — a).

Przyktad. Niech f(z) = z, z € C. Wtedy
f(Z)—f(CL) —Z_azl z—a 1

Z—a zZ—a

zZ=a

— 0, Z— a.

Y

czyli f'(z) = 1.
Przyktad. Niech ¢g(z) =z, z € C. Wéwczas
gz)—gl@) z-a z=a

z—a z—a zZ—a
wiec
. Z—a . h
lim = lim —.
zmaz —q  h—0h

WezZmy dwa ciagi zbiezne do 0

1
hp,=——0, k‘n:z—>0
n n
Mamy
a wiec funkcja g(z) = Z nie jest holomorficzna w zadnym punkcie a € C.

Przyktad. Dla z € C jest z = z+iy, gdzie (z,y) € R? Zapiszmy funkcje z poprzedniego
przyktadu we wspotrzednych rzeczywistych

9(x,y) = (x,—y) = (91(2,9), g2(, 1)) -
Oczywiscie g: R? — R2. Wtedy

691(557:[/) 891(377:[/) 1 O
ox oy _

Og92(zyy)  Og2(my) | — ( 0 —1 >
ox dy
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Funkcja g ma ciagte pochodne czastkowe, wigc jest rézniczkowalna w sensie rzeczywistym.

Twierdzenie 1 (Cauchy—Riemann). Niech f: Q — C, gdzie Q jest otwartym pod-
zbiorem C. Jezeli f = u+1v jest holomorficzna w punkcie a € €2, to jest rozniczkowalna
jako odwzorowanie z Q w R2, a macierzq jej pochodne;j jest

( %la) %4(a) ) _ ( %) —5(a) )
ala) 5o(a) ala)  gi(a) )
Zachodzqg zatem rownania

ou ov ou ov
8?(@) = @(a) ) 87;<a> = —%(a)‘

Odwrotnie, jesli f jest w sensie rzeczywistym rozniczkowalna w a @ spetnia rownania C-R,
to jest holomorficzna oraz

(@) = G0 + igola) = 5ola) — 15 a).

Dowéd. Przypomnijmy, ze odwzorowanie f : Q — R?2, gdzie € jest otwartym podzbiorem
R? jest rézniczkowalne w sensie rzeczywistym w punkcie a € € i ma pochodng A : R? —
R? (ktéra jest odwzorowaniem liniowym), jesli

|f(a+h)— f(a) = Ah| |n)—0

0
7]

Niech

A:<?; §> 0, 5,7,6 € R.

Z drugiej strony rézniczkowalno$¢ zespolona f, jako funkcji f : Q — C oznacza, ze

Lt b) — fla) = ch]
o A

0,
gdzie
c=a+ip e C.

Zauwazmy, ze odwzorowanie h — ch jest tez liniowe nad R i

ch = (Oé -+ Zﬂ)(hl + th) = (Oéhl — /Bh2> + Z(ﬁhl + Oéhg)
. ahy — Bhy I e —f3 hy
o ﬂhl + OéhQ o ﬁ a hg ’
wiec jego macierzg jest
o —f
c_<ﬁ &>.

Stad natychmiast wynika nasza teza. ([l

W dalszym ciggu wykladu bedziemy korzysta¢ z rozmaitych oznaczen dotyczacych
pochodnych zespolonych i rzeczywistych. Aby sie w nich nie pogubié¢, sporzadzimy teraz
ich liste, do ktorej mozna bedzie zawsze w razie watpliwosci powrocic.
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Niech f = u +iv : Q — C bedzie holomorficzna w punkcie z = x + iy € ). Pochodna
zespolona f w punkcie z jest liczba i oznaczamy jg przez

e =T 2 il )

Owzorowanie liniowe h — f'(z)h mozemy tez interpretowaé jako pochodna rzeczywista
odworowania f = (u,v) :  — R? o macierzy

Culr,y) Fulr,y)
ey = ( v(z,y) gzv(x,y)>'

Jak wida¢ liczby zespolone a% flz) i 8% f(2) sa kolumnami tej macierzy. Natomiast jej
wiersze to gradienty u i v, ktore bedziemy oznaczaé przez

Vulen) = (e gratean)) = guten) + il
Vou(z,y) = <£Ev(x,y), (%v(x,y)) = ng( y) + ; v(x,y).

Jak tatwo zauwazy¢, powyzsza notacja pozwala zapisa¢ réwnania Cauchy’ego-Riemanna
w zwieztej postaci:

Vu(z) = iVu(z).
Jeszcze inng postacia tych rownan jest

0 0

Przyklad. Niech f(z) = z2. Wtedy

czyli
w(z,y)=2>—y*,  o(z,y) =2xy

Mamy

du 5 ov ou v

— =20 = — _— = — = ——

Bz By By Y779
i

(z+h)?— 22 _ 22+ 2zh + h? — 2? g0 g
h h
Otrzymujemy wiec
(%) =2z

oraz
f(z) =2z +i2y = 2z.

Niektore wlasnosci rozniczkowania zespolonego sg analogiczne do wtasnosci rozniczko-

wania w R.
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(1) Jesli f, g sa holomorficzne, to holomorficzne sa réwniez funkcje f + g, fg, f/g
(oile g #0) i

(f+9)'=f+g, (fo)=rfg+fd, (;) =

f'9— 19
9
(2) Jesli 4 EN 2, % C sa holomorficzne, to holomorficzne jest g o f i
(g0 ) (z) =g (f()f'(2), =z€C.
—1

1
(3) Jedli f: Q Tna’ U (gdzie U, Q C C sg otwarte) jest holomorficzna, f(z) # 0 dla
2 € Qi f! jest ciggla, to f~! jest holomorficzna oraz

v 1
U =50 2€9
czyli
(1Y (w) = e
f(fHw))
Przyklad. 2’ =1, (2?) =22, (") =mnz""1
—a"  (z—a)(Z" 42" a4 2" P+ 4
z—a z—a

z—a

— (Zn—l +2n—2a+zn—3a2 N +an—1) za, nan—l

Przyktad. Niech f(z) = 1. Dla kazdego a # 0

I S & U N
_ _ Z an+1 dla |h| < |al,

a—l—h_al—l—%_azzo

n=

flath) =

czyli
9= £ Eoo

Funkcje f na zbiorze otwartym €2 C C nazywamy analityczng, jesli dla kazdego a € )
istnieje r > 0, takie ze K(a,r) C i istnieje ciag wspotezynnikéw a,,, takich ze

fla+h) = Zanh” dla |h| <.
Funkcja z — i jest funkcja analityczna, poniewaz w otoczeniu kazdego punktu rozwija

sie w szereg potegowy.

Twierdzenie 2. Jesli f jest analityczna na zbiorze otwartym Q) C C, to jest na tym
zbiorze holomorficzna.
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Dowdd. Niech a € Q, f(a+h) =30 a,h", |h| <17 oraz ap = f(a). Wtedy
fla+h)—fla) _ ao—fla) + 302 anh” _ ag— fla) + h 302 anh ™!

h h h

> h—0
— —
= Zanh” P2 0

Zatem

a; = f'(a).

3. Funkcja zadana szeregiem potegowym

o
= Z apz", |z| <,
n=0

jest analityczna.

Dowdd. Niech |z| < r bedzie ustalone i niech |h| < r —|z|. Wtedy |z + h| < r i

f(z+h):§:0anz+h ZZan<>

n=0 k=0
Zauwazmy, ze szereg podwojny wystepujacy po prawej stronie jest bezwzglednie zbiezny,

5 )

n=0 k=0
i wobec tego wolno zmieni¢ kolejno$¢ sumowania, co daje

<D lanl(J2l + [A)" <00, 2|+ [ <,
n=0

(z+h) Z ax(z)h",
gdzie
= n n—k
ap(z) =) ="
n=~k
O
4. Jesl funkcja f zadana jest szeregiem potegowym
= Z apz", |z| <,
n=0
to
f(2) =a(z) =D na,z", |z| < 7.
n=1

Podkreslmy, ze promien zbieznosci szeregu f’(z) jest taki sam, jak promien f(z). Widaé
tez, ze szereg potegowy rozniczkuje sie tak, jak wielomian, czyli ,wyraz po wyrazie”.
Widac¢ tez, ze funkcja

> a
F(z) = m <
(@)= S <



jest funkcja pierwotna dla f, bo oczywiscie F'(z) = f(z) dla |z| < r. Szereg definiujacy
F' ma ten sam promien zbieznosci.

7 tego, co juz wiemy, przez tatwa indukcje wynika, ze funkcja zadana szeregiem pote-
gowym jest nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna w sensie zespolonym wewnatrz kota
zbieznosci i

f(z) = nlay(2),
a w szczegolnosci

£(0) = nla,.
To, co wiemy o szeregach potegowych, bez trudu przenosimy na funkcje analityczne.

Twierdzenie 5. Niech f : 2 — C bedzie funkcjg analityczng w zbiorze otwartym ) C C.
Wowczas dla kazdego z €

f(z4+h) = i Z'Z)h”, |z| < 7.
n=0 :

Innymi stowy, funkcja analityczna jest nieskonczenie wiele razy rozniczkowalna w sensie
zespolonym 1 rozwija sie w szereq Taylora wokdl kazdego punktu swojej dziedziny.

I jeszcze twierdzenie o wartosci sredniej. Przypomnijmy najpierw twierdzenie Lagran-
ge’a:
6. Jesli v : o, B] — R jest funkcja ciggle na |o, B] i rézniczkowalng w (o, 3), to istnieje
punkt to € (o, 3), taki Ze
0(B) — pla) = ¢ (to) (8 — ).

Niestety twierdzenie Lagrange’a nie przenosi si¢ dostownie na przypadek zespolony.
Powodem tego jest, ze punkt posredni dla czesci rzeczywistej funkcji nie jest na ogdt
rowny punktowi posredniemu dla czesci zespolonej. Tym niemniej prawdziwe jest naste-
pujace pozyteczne oszacowanie.

Twierdzenie 7 (o warto$ci Sredniej). Niech Q C C bedzie otwarty i niech
f=u+iv:Q—C
bedzie holomorficzna. Jesli [a,b] C Q, to istnieje ¢ € (a,b), takie ze
£(0) = Fla)l < 1f ()] - [b—al.
Dowéd. Niech
o(t) = u(a +t(b—a)), Y(t) =v(a+t(b—a)), 0<t< L
Na mocy twierdzenia Lagrange’a istnieja 0 < t1,1 < 1, takie ze
u(b) —u(a) = (1) = (0) = ¢'(t)
=<Vula+ti(b—a)),b—a>=<u(c1),b—a >
oraz
v(b) —v(a) = ¥ (1) = 9(0) = ¥'(t2)
=< Vu(a+ta(b—a)),b—a>=<v(ca),b—a >,

gdzie ¢y = a+t1(b—a), co = a+ta(b—a).
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Mamy wiec

1£(6) = F(@)] = /Ju(®) — u(@)? + [v(b) — v(a)]?
= Wvu (cr |2 Vo(ea)|? - b —al.

Pozostaje zauwazy¢, ze skoro Vu(z) = iVu(z), to |Vu(z)| = |Vu(2)| 1 jesli ¢ jest tym
punktem c;, gdzie |V(c;)| ma wigksza wartosé, to

VIVu(e)2 + [Vo(es) 2 < /[Vu(e)2 + [ Vo(o)2 = | f(c)].

Whniosek 8. Niech f bedzie funkcjg holomorficzng na obszarze Q C C. Jesli f'(z) =
dla z € Q, to f jest funkcjg stalq.

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze f(a) # f(b) dla pewnych a,b € Q. Potaczmy punkty
a i b tamang
[ = [z0,21,22, -, Zn), a=2,b=z,.
Istnieje 0 < k < n, takie ze f(zx) # f(zx+1. Ale na mocy twierdzenia o wartosci $redniej
mamy
|f(zrrr = fR)] < |F ()] - [onsn — 2l
gdzie ¢ € (2, zg+1). Skoro jednak f'(c) =0, to f(zk+1) = f(2x) 1 mamy sprzecznosé. [



