5. Funkcja pierwotna i wzér catkowy Cauchy’ego

JesteSmy w sercu teorii i zmierzamy do jej najwazniejszego twierdzenia. Po nim na-
stapig bardzo wazne wnioski. Kluczowym pytaniem jest w tej chwili pytanie o istnienie
funkcji pierwotne;.

Moéwimy, ze funkcja F' okreslona w zbiorze otwartym €2 C C jest pierwotng dla funkcji
f:Q — C, jedli jest holomorficzna i F' = f. Wiemy, ze w dziedzinie rzeczywistej kazda
funkcja ciggta w przedziale otwartym ma pierwotng, tu jednak jest inaczej.

Zauwazmy, ze jesli funkcja I’ jest pierwotng funkcji f, to dla kazdej drogi v* C 2
taczacej punkty a i b

A f(z)dz = F(b) — F(a),

a wiec catka po kazdej drodze zamknietej musi znika¢. Méwimy wtedy, ze catka z f nie
zalezy od drogi. Jest to niewatpliwie warunek konieczny istnienia pierwotnej. Przyktad
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pokazuje, ze funkcja ciagta, a nawet holomorficzna z — 1/z nie ma pierwotnej w obszarze

Q=C\{0}.

Lemat 1. Funkcja zespolona f okreslona w otwartym podzbiorze ) plaszczyzny ma pier-
wotng, wtedy 1 tylko wtedy gdy jej catka nie zalezy od drogi.

Dowad. Przed chwilg zobaczylismy, ze jesli f ma pierwotna, to catka z f nie zalezy od
drogi.

A oto wynikanie odwrotne. Niech a bedzie ustalonym punktem obszaru €2. Dla dowol-
nego z € U definiujemy

F(z) = [ f()dz,
r
gdzie na mocy zatozenia warto$¢ catki nie zalezy od wyboru tamanej
I'=a,z1,20,...,2n, 2]

taczacej a i z. Zatem funkcja F' jest dobrze zdefiniowana. Pokazemy, ze F' jest pierwotna
naszej funkcji f. -
Niech h € K(z,7) C K(z,7) C U. Niech

Iy =la, 21,20, 2n, 2,2+ .

Wtedy
WUF 4R - F) — f() = ([ flwydu= [ () du) - f(2)
—n [ (f) — £(2)) d

[z,2+h]

(2)

Niech ¢ > 0. Jako ze f jest ciagta
WP+ R) = FE) = FEI< I [ 1) = f(:) du < e

[z,2+h]
dla dostatecznie matych h, co wobec dowolnosci € daje teze. 0

A oto podstawowe twierdzenie teorii.



Twierdzenie 3. W obszarze jednospojnym catka z funkcji holomorficznej nie zalezy od
drogi.

To twierdzenie przyjmiemy bez dowodu.

Whniosek 4. W obszarze jednospojnym funkcja holomorficzna ma pierwotng.

Whiosek 5. Niech f bedzie holomorficzna w otoczeniu K (a, R). Jesli K (b,r) C K(a, R),
to

/ flz)dz _ / fz)dz

|z—a|=R Z — b B |z—bl=r Z — b’

Dowaod. Poprowadzmy $rednice przez punkty a i b. Niech ¢ i ¢y beda jej koncami i niech
c¢1 lezy blizej a niz b. Niech d; bedzie punktem przeciecia C'(b,r) ze $rednica [c1, ¢a] po
stronie cp, a dy po stronie cy. Rozwazmy dwie drogi

Y1 = €162 + [c2, do] — dady + [dy, 1]

oraz
Yo = a1 + [c1, dv] — didy + [da, ¢
Czytelnik, ktory sporzadzi staranny rysunek, bez trudu sie przekona, ze

f(2)dz f(z)dz f(z)dz f(z)dz
+ - -
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Aby sie przekonaé, ze pierwsza z calek znika, wystarczy zauwazy¢, ze 77 zawiera sie
w zbiorze K(a, R) \ [b,00), gdzie pélprosta [b, 00) jest prostopadla do srednicy [cq, o] i
nie przecina 7;. Jest to bowiem obszar gwiazdzisty, a funkcja podcatkowa jest w nim
holomorficzna. Podobnie uzasadniamy zerowanie si¢ drugiej calki.

W takim razie

Ponadto mamy

/ f(z)dz _/ f(z)dz
lo—bj=r 2—0b  Jz—r| z2—10b"
co wynika z poprzedniego wniosku. 0]

Whiosek 6 (wzér Cauchy’ego). Jesli funkcja f jest holomorficzna w otoczeniu K (a, R),
to dla kazdego b € K (a, R)
1
0 =5n [ 1

—% ’I‘Z_b )

Dowad. 7 lematu wynika, ze

1/ f(z) dz = lim /|Za|: f(z) dz

211 |z—a|=R Z — b r—0 rz—0 "

a z drugiej strony dla danego € > 0

1 f(2) _
| dz—fwﬁ—

1 f(z) = f(b)
/|za|:r d

21 emalr 2 = o 2
1 f(z)—fo)
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jesli r > 0 jest tak male, ze

[f(z) = f(b) = f'(b)(z = b)| <]z —D].

Przyktad. Mamy
1 # 1 d
—/ e—dz:eozl, 7/ *ZZL
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Whniosek 7. Funkcja holomorficzna w zbiorze otwartym jest analityczna.

Dowéd. Niech a € K(a,r) CQ, h € Coraz a+h € K(a,r). Wtedy

1 f(2) _ 1 flz) 1
f(a+h>_27ri/za=rz_(a+h)dz_27ri /|Za|:7"z_a 12 *

il ()

270 Jjz—al=r 2 —a TH\Z—a

zZ—a

dla takich h, ze |h| < r, czyli ‘tha‘ < 1. przyjmujac |h| < p < 1, widzimy ze szereg jest
zbiezny jednostajnie i
(1 f(z) S
h) = —/ —————dz | A" = Wh
f(a + ) 7;) <27TZ |z—al|=r (Z — a)"“ Z) T;)a

Promien zbieznosci tego szeregu bedzie tak duzy, na jak duze koto pozwala obszar, a
wiec co najmniej taki, jak odlegto$¢ punktu od brzegu. 0

Zapamietajmy:

8. Pojecia holomorficznosci © analitycznosci funkcji w ustalonym zbiorze otwartym w C
sq rownowazne.

Uwaga. Jesli funkcja f jest holomorficzna w €2, to ma pochodne zespolone wszystkich
rzedow i

|
(n) - / &d K cO
f <a) 211 |z—al|=r (Z — CL)"Jrl % (a’ T) ’
co wynika z poprzedniego dowodu.
Moéwimy, ze funkcja holomorficzna ma w punkcie a zero krotnosci k, jesli

fla)=f(a) ==V =0, fO)#0.
Latwo zauwazy¢, ze jest to rownowazne istnieniu w pewnym otoczeniu a funkcji holo-
morficznej h, takiej ze

f(z) = (z=a)*h(z),  h(a) #0.
Whniosek 9. Jesli funkcja f w obszarze €2 ma pierwotng, to jest holomorficzna.

Dowdd. Niech F' = f w Q. Skoro F jest holomorficzna, to jest analityczna, wiec i jej
pochodna f jest analityczna, a stad holomorficzna. 0
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Twierdzenie 10 (Morera). Niech f bedzie funkcjq ciggla w obszarze . Jesli dla kaz-
dego trojkgta, ktorego brzeg ma parametryzacje v* C €, jest

L f(z)dz =0,

to f jest holomorficzna.

Dowdd. Zatozenie o f pocigga, ze catka z f nie zalezy od drogi po odcinkach w ustalo-
nym kole. A skoro tak, to powtarzajac rozumowanie przeprowadzone wyzej (patrz (2)),
widzimy, ze f ma pierwotna. W takim razie jest holomorficzna. U

Zapamictajmy:
11. W obszarze jednospoinym 2 C C funkcja ciggta f
jest holomorficzna <= ma pierwotng <= jej calka nie zalezy od drogi

Twierdzenie 12 (Liouville). Jesli f jest ograniczong funkcjg holomorficzng na calej
plaszczyinie C, to jest funkcjg stalq.

Dowdéd. Niech |f(z)] < M dla z € C. Nasze zalozenia gwarantuja mozliwo$¢ rozwiniecia
fz) =2 an2"
n=0

o nieskonczonym promieniu zbieznosci. Wobec tego dla kazdego r > 0

1 f(z)dz 1 2 f(re™)dt
/|z: ’

n — . o
211

ol 2 Jo rn
skad
M

2mrn’
co wobec dowolnosci r > 0 oznacza a, = 0 dla n > 1. Zatem rozwiniecie f redukuje sie
do

|an| <

f(z) = a0 = f(0),
wiec f jest funkcja statg.



