6. Punkty osobliwe, residua i obliczanie calek

Moéwimy, ze funkcja holomorficzna f ma w punkcie a zero krotnosci k, jesli

fla)=fla)=-=f"Ya)=0,  fPa)#0.

Rozwijajac f w szereg Taylora w otoczeniu a, tatwo zauwazy¢, ze jest to rownowazne
istnieniu w pewnym otoczeniu a funkcji holomorficznej h, takiej ze

F(z) = (z—a)*h(z),  hla) £0.
Na przyktad funkcja

f(z) =cosz—1
ma w punkcie a = 0 zero krotnosci 2, bo
oo 2n
£2) = 3o (1) gy = #h2)
gdzie
0 22
h(z) = nz::l(_l) e h(0) = —1/2.

WprowadZmy nowe oznaczenie
K'(a,r)={2€C:0< |z—a|] <r}.
Niech funkcja f bedzie holomorficzna w K'(a,r). Méwimy wtedy, ze f ma punkt oso-
bliwy a albo osobliwosé w punkcie a. Mozliwe sg trzy sytuacje:
1) Funkcja f jest ograniczona w pewnym otoczeniu a;

2) Funkcja f ma granice réwna oo w punkcie a;
3) Funkcja f nie ma granicy w punkcie a.

Lemat 1. Jesli [ jest holomorficzna w K'(a,r) i ograniczona, to istnieje granica

A =lim f(z)

i po rozszerzeniu f o wartosé f(a) = A otrzymujemy funkcje holomorficzng na K(a,r).
Mowimy wtedy, ze f ma w punkcie a 0sobliwo$¢ pozorng.

Dowdd. Niech g(z) = (2 — a)®f(z) dla z # a i g(a) = 0. Bezposrednio widzimy, ze g jest
holomorficzna i ¢'(a) = 0. Zatem g ma w a zero co najmniej dwukrotne, wiec istnieje
funkcja holomorficzna h, taka ze

9(2) = (2 = a)*f(2) = (z = a)’h(z), 2 € K'(a,7),
co pokazuje, ze h jest holomorficznym przedtuzeniem f na cate koto K (a,r). O

Lemat 2. Jesli f jest holomorficzna w K'(a,r) i lim,_, f(z) = 0o, to istniejg m € N i
funkcja holomorficzna g w K (a,r), takie Ze g(a) # 0 oraz

f(z):(zg_(za))m, z € K(a,r).

Mowimy wtedy, ze f ma biequn krotnosSci m w punkcie a.
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Dowdéd. Przy przyjetych zatozeniach

li ! 0
im—— =0,
z—a f(Z)

a wiec na mocy poprzedniego lematu funkcje fi(z) = 1
ficzng na pewnym kole K(a,r1), jesli potozyé fi(a) = 0.
f1 jest krotnosci m. Wtedy

(z) mozna uznaé za holomor-
rzypusémy, ze miejsce zerowe

~
0%

fi(z) = (z —a)"h(2),
gdzie hy jest holomorficzna w otoczeniu a i hy(a) # 0. Ostatecznie

f(z) = (z=a)™"g(2),
gdzie g(z) = 1/h1(z). Wzor ten obowiazuje na razie tylko na maltym otoczeniu a, ale
latwo zauwazy¢, ze g(z) = (2 — a)™ f(z) ma rozszerzenie na cale koto K(a,r). O

Lemat 3. Jesli f jest holomorficzna w K'(a,r) i nie ma granicy, to jest nieograniczona
w kaZdym zbiorze K'(a,e), 0 < e. W tym przypadku méwimy, ze f ma w a istotng
0sobliwosé.

Jak wiemy, gdy f jest holomorficzna w K'(a,r), wartosé¢ catki

/|z—a|p f(z)dz

nie zalezy od 0 < p < r. W opisanej sytuacji liczbe
1
Res.—.f(z) = /I | f(z)dz
z—al=p

" 2mi

nazywamy residuum funkcji f w punkcie osobliwym a.
Zauwazmy, ze wzér Cauchy’ego dla funkcji holomorficznej w K (a,r) mozna wyrazi¢

tak
f(z)

z—a

f(a) = Res .-,

Lemat 4. Jesli f ma w punkcie a biegun krotnosci nie wiekszej niz m, to jej residuum
mozemy wyznaczycé wedtug wzory

Res .—.f(z) =

1 ) m 1l
mlﬂr}z{(z—a) flz)ymy.

Dowdd. Jak wiemy w pewnym sasiedztwie punktu a funkcja przedstawia sie jako
_9(®)
f(Z) - (Z o &)m’
gdzie g jest funkcja holomorficzng w otoczeniu a. Zatem dla matego r» > 0
1 g(z)dz g (a)
R = - o / == 5
es:=af(2) 27 Jjz—a|=r (z —a)™  (m —1)!

co wynika ze wzoréw Cauchy’ego na pochodne funkcji holomorficznej. Pozostaje zauwa-
Zy¢é, ze

g(m—l)(a) — 11H1{(Z _ a)mf(z)}(m—l)'

zZ—a



Niech 7 : [0,1] — C bedzie droga. Przypomnijmy, ze jesli y(t) = v1(t) + iya(t), to
1
[ Fawyde = [ (), m(0)h 1) dr

]Cf(m,y)dy::Lélf(71@)fh(ﬂ)7§@)dt

Mozna wiec napisac
[ 1@z = [ wydeti [ .y dy
dla kazdej funkcji f ciaglej na v*. Jesli ponadto f = u + iv, to
[yf(z)dz = /vudm —vdy+i[yudy+vdx.

Przypomnijmy

Twierdzenie 5 (Green). Niech Q bedzie obszarem ograniczonym,ktorego brzeg 02 ma
parametryzacje tancuchem C. Wowczas dla kazdej funkcji p cigglej na Q i klasy C1(2)

/A&M%@M@=AM%MW
oraz

/A%M%@M@=—prww-

Twierdzenie 6 (o residuach). Niech Q) bedzie obszarem ograniczonym, ktdérego brzeg
0 ma parametryzacje tancuchem C. Niech A C € bedzie zbiorem skonczonym i niech
f:Q\ A— C bedzie holomorficzna i ciggla na brzegu 02, Wtedy

1
— z)dz = Res,—,f(z).
s T2 = X Resaf (2
Dowéd. Dla kazdego a € A niech r, > 0 bedzie tak male, by kota K(a,r,) byty parami
roztgczne i zawarte w ). Wtedy brzeg obszaru
Q1 = Q\ U F(CL,TG)
acA
ma parametryzacje tancuchem
Ci=C—-> Cla,ry).
aca
Nasza funkcja f = u + iv jest holomorficzna w €, wiec klasy C!, i na mocy twierdzenia
Greena oraz rownan Cauchy’ego-Riemanna

- /Qayﬂ% y) dxdy — i/ﬂaxf(x, y) dxdy = 0,
czyli

1/aQ f(z)dz = (%;4271Ti/|z—a|=ra f(z)dz="> Res._.f(z).

271 aea
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Twierdzenie 8. Niech f bedzie funkcjq ciggle w gornej polplaszczyinie Imz > 0 4
holomorficzng w otwartej polptaszczyznie ITm z > 0 z wyjgtkiem skonczonej liczby punktow
{a;}72,. Jesli ponadto

lim [2f(z)] = 0,

z—00,Im z>0

to

217”/_0:0 f(z)dx = Z:Reszzajf(z)-

Dowdd. Niech R > 0 bedzie tak duze, aby wszystkie punkty a; znalazly si¢ wewnatrz
kota K (0, R). Wtedy na mocy twierdzenia o residuach

1 R 1 al
/ f(2)dz + 2m'/z|R,Imz>0 f(z)dz = ZResZ:ajf(z).

2mt J-R j=1

Jak wida¢, prawa strona nie zalezy od R. Ponadto

/ f(z)dz
|z|=R,Im z>0

omsup |2f(2)] 0. R= 2] oo,
|z|=R

< 2R sup |f(2)
|z|=R

na mocy zatozenia. Zatem

R N
lim f(z)dr =27mi» Res._q, f(2).

R—oo J-R =

Dla przyktadu obliczymy catke

© cosxdx
I:/ cosrar
—00 1+LU4

Najpierw zauwazmy, ze funkcja
cos z

Z2) = —
jest rzeczywiscie holomorficzna w gérnej polptaszczyznie i cigglta w potptaszezyznie do-
mknietej, ale niestety nie jest prawda, ze

) 2 COS 2
im ——=
z—00,Im2z>0 1 + 2,’4

Aby te trudnosé¢ obejé¢, wykorzystamy tozsamosé

f(2)

cos z e 4 e

Tl 21+

Niech .

e
21+ 24)

e’LZ

ma fa(2) =

fi(z) =
Wtedy

—00 —

| f@yde= [ p@yde+ [" p)de.
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Obliczymy te catki osobno. Najpierw sprawdzmy, ze pierwsza funkcja spelnia warunek
malenia w nieskonczono$ci. Rzeczywiscie,
e e Y

9) 1+ (z +iy)* S (22 4+9y2)?2 -1

gdy 22 + 3> — 0o iy > 0. Druga rzecz, to punkty osobliwe f;. Sa to
i /4 i3m/4

1T—Y

— 0,

a; =¢€ g = ¢€ a3 = —am, gy = —Q2,

z ktorych tylko pierwsze dwa leza w gornej potptaszezyznie. Zatem

filz) =
Na podstawie twierdzenia wiemy, ze

1 00
5 | fi@)dv = Res e, fi(2) + Res sy il2)
eiz
2(2% — a)(2? — a3)
eia1 eiaz B 6iala2 _ eiagal
2\ 2a1(a? —ad)  2a(a?—dd))  daras(ar +as)’

iz

(&
2(2% — a)(2* — a3)

= (Res ,—q, + Res.—4,)

1

a wiec . .
o0 e'ag — e'"%a
/ fi(x)de = ( 2 ) - T
— 2a1as(a; + ag)
Przechodzac do drugiej catki, znowu napotykamy trudnosé¢. Ze wzgledu na zmiane znaku

w wyktadniku, oszacownie (9) zatamuje sie. Wystarczy jednak mata poprawka. Mamy

bowiem
o] 0o e*ix
2/_Oof2(x)dx:/_oo 1+x4dx

o) e* o]
/—oo 14 24 de /—oo filw) du

Ostatecznie wiec,
0o d 00 a1 _ iag
[:/ cos T x:2/ fl(x)dx:(e as — e a1)~7rz'.
- 1+ x4 —00 CL16L2<&1 + CLQ)

Czytelnikowi pozostawiamy podstawienie odpowiednich wartosci i doprowadzenie wyniku
do mozliwie prostej postaci.




