Grzegorz Plebanek

Rozdziat IV: Przestrzenie Banacha i przestrzenie Hilberta

1. PRZYKELADY PRZESTRZENI BANACHA

Bedziemy rozwazaé przestrzenie liniowe nad cialem R lub C; jezeli w danym momencie
specyfikacja ciata nie jest niezbedna to ciato liczbowe oznacza¢ bedziemy przez F.

Przypomnijmy, ze X nazywamy przestrzenia liniowa nad ciatem F jezeli w X okreslo-
ne jest dodawanie elementow, zdefiniowane jest mnozenie elementéw X przez liczby z T i
dziatania te spetniaja naturalne aksjomaty |7 |. W dalszym ciggu elementy x,y,... € X
nazywa¢ bedziemy wektorami, a a, b, c, ... € F skalarami.

PrzYKrLAD 1.1. Najbardziej oczywistymi przestrzeniami liniowymi sa R* oraz C*, gdzie
n € N. Dziatania dodawania i mnozenia sg zdefiniowane “po wspotrzednych”.

Definicja 1.2 Jezeli X jest przestrzeniq liniowq to odwzorowanie
Il X —R
nazywamy norma jesli ma ono nastepujgce wltasnosci dla dowolnych v,y € X 1a € F
l|z|]| > 0, ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy gdy x = 0;
laz|] = lal [|z]|;
|z +yll <[]l + [ly[l
Przestrzen X z ustalong normqg nazywamy przestrzenia unormowang.

Norme wektora x nalezy interpretowac jako jego dtugosé¢, albo tez odlegtosé¢ punktu
x od 0. Co wiecej, prawdziwy jest nastepujacy fakt.

Lemat 1.3 Kazda przestrzen unormowana X jest przestrzeniq metryczng, gdzie metry-
ka zadana jest wzorem p(x,y) = ||z — y|| dla z,y € X.

Dowad. Bez trudu sprawdzamy, ze aksjomaty metryki wynikaja bezposrednio z wtasnosci
normy. Na przyktad

ple,y) = |l —yll = [[(=) = 2)[| = | = 1 [ly — «|| = ply, x);

pl,y) = llz =yl = [l(z = 2) + z = y)ll <llz = 2[[ + [z = yll = plx, 2) + p(2,9).
¢

Odlegtosé zdefiniowana za pomoca metryki ma szczegélng wiasnosé: jest niezmienni-
cza na przesuniecia, to znaczy p(z,y) = p(z + z,y + z) dla dowolnych z,y, z.
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PrRzYKLAD 1.4. Niektore przestrzenie metryczne rozwazane w czesci 1 skryptu byty w
istocie przestrzeniami unormowanymi. SprawdziliSmy juz (patrz lista zadan nr 1), ze

n
lzll = | >_ =k
k=1

definuje norme (euklidesowa); a metryka euklidesowa jest po prostu dana przez ||z — y||.
Podobnie sprawdzamy, ze norme w C* mozna okresli¢ wzorem

n
llzll = || D |zl
k=1

Innym przyktadem przestrzeni unormowanej jest X = C|a, b] z norma

A1) = sup{[f(2)| = = € [a, 0]};

przypomnijmy, ze metryka supremum w tej przestrzeni jest zadana przez ||f — g||. ¢

WZOT

Definicja 1.5 Przestrzen liniowg X (nad cialem F) z wyréziniong normg nazywamy
przestrzenia Banacha jezeli metryka zdefiniowana przez te norme jest zupeina.

Zauwazmy, ze zbieznos¢ ciagu x, do xz w przestrzeni unormowanej X oznacza po

prostu, ze lim ||z, — z|| = 0. Podobnie zupelnosé¢ oznacza, ze jesli z, jest ciaggiem Cau-
chy’ego, czyli ||z, — x,,|| dazy do zera wraz z n,m — oo to istnieje w X granica tego
ciagu.

Przestrzen Banacha to jeden z podstawowych obiektéw wspotczesnej matematyki;
termin ten zostal utworzony na cze$¢ Stefana Banacha (1892-1945), jednego z najwy-
bitniejszych polskich matematykéw, tworcy analizy funkcjonalnej.

PRZYKEAD 1.6. Przestrzenie R*, C*, C|0, 1] (z odpowiednimi normami) sa przestrzenia-
mi Banacha — zupeto$c¢ sprawdziliSmy w czesci I. Przyktadem przestrzeni unormowane;j
niezupelnej jest, jak pamietamy, C[0, 1] z norma okreslong przez caltke

Uil = [ 1) da.
¢

W dalszym ciagu, przy sprawdzaniu wlasno$ci norm uzyteczne beda nastepujace
klasyczne nieréwnosci.

Lemat 1.7 Dla dowolnych lizb a,b,p,q > 0, jesli 1/p+1/q=1 to
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Dowéd. Rozwazmy funkcje g(t) = tP~! na odcinku [0, a] oraz odwrotng do niej funkcje
g(s) = s/®=Y na odcinku [0, b]. Elementarne rozwazania pokazuja, ze pole pod wykresem
funkcji g plus pole pod wykresem funkcji h przekracza pole prostokata o bokach a, b. Stad

ab</atp’1 dt+/b31/(p1) ds:a—p—i—b—q
0 0 p  q’

gdyz, jak tatwo sprawdzié, 1/(p—1)+1=4q.

Lemat 1.8 Dla dowolnych x1,za,...,Tn,Y1,Y2,---,Yn € C i p,qg > 0 takich ze 1/p +
1/q =1 zachodzi nastepujgca nieréuwnosé Cauchy’ego—Holdera

n n 1/p n 1/q
> leeye] < <Z |$k|p> (Z |yk|q> :
k=1 k=1 k=1
Dowaéd. Dla ustalonego k < n podstawmy w nieréwnosci z poprzedniego lematu

|£Uk\ b— |yk| .
(5= Jay[P) /P’ (X271 lyy]9) e

a =

Otrzymane w ten sposob n nieréwnosci sumujemy stronami i otrzymujemy

= |$k?/k|
n n S—+t-= 17
2 T P P T S p g

co daje zgdang nier6wnosé. <

Lemat 1.9 Dla dowolnych x1,x9,...,Zn,Y1,Y2,--.,Yn € Cip > 1 zachodzi nastepujgca
nieré6wnos¢ Minkowskiego

n 1/17 n 1/17 n 1/1’
(z\xwyk\p) <(z\xk|p) +(z\yk\p) |

Dowdéd. Latwo sprawdzi¢ nieréwno$¢ w przypadku, gdy p = 1. Ustalmy wiec p > 11
niech ¢ bedzie taka liczba, ze 1/p+1/q = 1. Ponizej dwukrotnie zastosujemy nieréwnosé

CH;

Sk +yl” =D |k + P Mo 4 vel <O lzellze + yePH D Jyslloe + yelP <
P P p P

- v " n 1/q
S (Z ‘SL’k‘p) <Z |y, + .| P14 ) + <Z |yk|p> (Z |y, + yk‘(pl)q> _

k=1 k=1 k=1 k=1

EN
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gdzie uwzglednilismy (p — 1)q = p. Teraz dzielac obie strony nieréwnosci przez

n 1/‘1
(Z |5Ek+yk|p>

k=1
otrzymujemu zadana nieréwnosé, bo 1 —1/g = 1/p. &

Podstawiaja¢ w nieréwnosci Minkowskiego p = 2 otrzymujemy zwykta nieréwnosé
trojkata dla normy euklidesowe;j.

PRzYKEAD 1.10. Na przestrzeni liniowej " (gdzie F = R lub F = C) mozemy okresli¢
dla kazdego p > 1 norme wzorem

n 1/17
lell, = (Z mv’) .
k=1

Istotnie, nieréwno$¢ Minkowskiego oznacza, ze || - ||, spelnia nieréwnosé¢ trojkata; pozo-
state wlasnosci wynikaja tatwo z samej definicji. W ten sposob, dla kazdego p > 1, R”
badz C" jest przestrzenia Banacha w normie || - ||, — zupelnosé¢ sprawdzamy dokladnie

tak, jak zupelno$¢ metryki euklidesowej (patrz tez nastepny przyktad). <

PrRzykrAD 1.11. W podobny sposob jak w przypadku skoniczenie wymiarowym mozna
okresli¢ r6zne normy na przestrzeni ciaggéw. Dla ustalonego wyktadnika p > 1 niech

p={z=((n))n: 3 |z(n)l < oo},

oznacza przestrzen ciggéw sumowalnych z p-ta potega. Dla x € [, definujemy

lell, = (i Ix(n)\p> "

Jezeli z,y € [, to dla dowolnego N € N mamy z nieréwnosci Minkowskiego

1/p

(S let+ vtolp) i (Stetwr) =+ (S weor) " < lell+ ol

Stad, przechodzac z N do granicy, ||z + y||, < ||z||, + ||y||,, co dowodzi nieréwnosci
trojkata i jednoczesnie pokazuje, ze x +y € [,. Latwo sprawdzi¢ ze takze cx € [, i
llcx||, = |c||]x]|p- Tym samym I, z || - ||, jest przestrzenia unormowana.

Sprawdzimy teraz, ze [, jest przestrzenia Banacha (czyli ze norma jest zupelna).
Niech z1,x9, ..., 2y, ... € [, bedzie ciggiem Cauchy’ego. Dla ustalonego n

2k (n) = 2 ()] < [z = 2y,

co pozwala stwierdzié, ze ciag liczb xi(n), k = 1,2, ... jest ciagiem Cauchy’ego; oznaczmy
jego granice przez x(n) = limy o xx(n). W ten sposob zdefiniowaliSmy z = (z(n)),;
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nalezy teraz sprawdzi¢, ze x € [, oraz ze x;, zbiega w normie do x. Dla dowolnego ¢ > 0,
l|zr, — xml|, < € dla duzych k, m. Wtedy dla dowolnego N mamy

N 1/p
(z 2(n) — :cm<n>|p) < llax = amlly < 2.
n=1

Przechodziac do granicy z m w powyzszej nieréwnosci otrzymujemy

N 1/p
(; ea) — x<n>|p)

Biorac teraz N — oo otrzymujemy

N

€.

loe — |l <€
co dowodzi ze xj zbiega w normie do z; ponadto
2llp < llzellp + (|2 — 2] < 00

wiec istotnie z € [,.

W rachunkach powyzej nie byto istotne, czy rozwazamy ciagi liczb rzeczywistych,
czy zespolonych. ZdefiniowaliSmy w ten sposéb cala rodzing przestrzeni Banacha [, (p
moze przyjmowacé wszystkie wartosci rzeczywiste > 1); zauwazmy, ze [, C [y dlap < p/,
co wynika z kryterium poréwnawczego zbieznosci szeregdéw: jezeli Y, |z(n)[P < oo to
lz(n)| < 1 dla prawie wszystkich n, a wtedy |z(n)|”" < |2z(n)[P. Mamy na przyktad

LSl Clspp C...

gdzie [y jest po prostu przestrzenia ciagow (szeregéw) bezwzglednie zbieznych.

Niech D C R bedzie ustalonym podzbiorem R (typowo D = R lub D = [a,b]) i
rozwazmy zbiér Li[D] wszystkich funkcji D — R calkowalnych w sensie Lebesgue’a,
czyli takich ze [ |f| d\ < co. Wtedy L;[D] jest przestrzenia liniowa | 7| i naturalne jest
sprobowac okresli¢ na tej przestrzeni norme wzorem

171 = [ 171dx,

poréwnaj Przyktad 1.6. Z whasnosci catki wynika ze |[cf|| = |||l fII1 1] f]+gll < [If]]+]]g]]-
Jednakze istnieja funkcje f # 0 takie ze || f|| = 0 (przypomnijmy, ze tak jest gdy funkcja
jest réwna zero prawie wszedzie). Tym samym nie mozna powiedzie¢, ze ||-|| jest norma.
Te niedogodno$é¢ mozna pokonaé w sposodb nastepujacy.

Relacja pomiedzy funkcjami f = g prawie wszedzie jest relacja rownowaznosci
Jezeli bedziemy rozwazac¢ klasy abstrakcji wzgledem tej relacji, to rozne klasy abstrak-
cji [f] # [g] beda odpowiadaly funkcjom f i g, ktére istotnie sie od siebie réznia. W
praktyce niewygodnie jest operowac¢ klasami abstrakcji. Myslimy raczej, ze elementami
Ly[D] sa funkcje catkowalne, przy czym utozsamiamy funkcje réwne prawie wszedzie.
Przy tej interpretacji || f|| = 0 oznaczaé bedzie ze f = 0 prawie wszedzie czyli ze w isto-
cie f = 0 (przy powyzszej umowie). W ten sposéb okreslamy przestrzei unormowana
funkcji catkowalnych z naturalng norma catkows. Ponizsze twierdzenie wymaga glebszej
znajomosci wlasnosci catki i dlatego dowdd zostanie tu pominiety.
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Twierdzenie 1.12 Przestrzeri L1[D] z normqg calkowq jest przestrzeniq Banacha.

Tak jak w przypadku szeregéw mozemy teraz rozwazaé cata rodzine przestrzeni Ba-
nacha L,[D], gdzie

LD = {f: D—=R: [ |fI"d < oo}

na L,[D] rozwazmy norme dana wzorem

1l = ([ ax) ™

Dla p = 1 jest to wiec zwykta norma catkowa zdefinowana powyzej. Dowod nieréwnosci
trojkata przebiega tak, jak dla szeregéw, przy czym sumowanie zastepujemy catkowa-
niem. Przy sprawdzaniu ze ||f||, = 0 pociaga f = 0 znowu odwolujemy si¢ do faktu,
ze [;1f|P d\ = 0 implikuje |f|? = 0 prawie wszedzie, czyli f = 0 prawie wszedzie, co
oznacza, ze traktujemy f jako funkcje rowng zeru.

Analogicznie definiujemy zespolone przestrzenie funkcji catkowlanych. Dla funkcji
f: D — Cméwimy, ze f jest catkowalna jezeli [, |f| d\ < co. W takim przypadku calke
definiujemy przez roztozenie funkcji na cze$¢ rzeczywista i urojona: jezeli f = f1 +ifs to

/[)fd)\:/l)fld)\+i/[)f2d)\.

2. PRZESTRZENIE HILBERTA.

Najprosciej méwiagc, przestrzenie Hilberta to przestrzenie Banacha, w ktérych norma
jest okreslona za pomoca iloczynu skalarnego. Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad
cialem F; przypomnijmy, ze dla F = R mowimy o rzeczywistej, a w przypadku F = C o
zespolonej przestrzeni liniowe;j.

Definicja 2.1 Funkcje (-,-) : X x X — F nazywamy iloczynem skalarnym jezeli ma
ona nastepujgce wiasnosci dla wszystkich x,y,z € X 1 a,b € F

(i) {ax + by, z) = alz,z) + b{y, 2);
(ir) (z,y)

= (y,z);
(iii) (x,z) > 0, (x,x) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy x =0

)

Warunki (i)-(ii) oznaczaja, ze (-,-) jest forma poltoraliniowa: warunek (i) méwi o
liniowosci ze wzgledu na pierwszg zmienng, natomiast

(z,ax + by) = {ax + by, 2) = alx, 2) + by, 2) = a(x, z) + b{y, 2) = alz,z) + b(z,y),

czyli ze liniowosé ze wzgledu na druga zmienng wymaga dopisania sprzezent. Warunek (iii)
mowi, ze iloczyn skalarny jest dodatnio okreslony. W przypadku rzeczywistym sprzezenia
mozna pomingé i wtedy iloczyn skalarny jest forma dwuliniows dodatnio okreslona.
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PRZYKEAD 2.2. Dla z,y € C" definujemy
k=1

Latwo sprawdzi¢, ze istotnie jest to iloczyn skalarny. Zauwazmy, ze dopisanie sprzezenia
przy yx zapewnia warunek

m m
(w,2) = > wma@r =) |ul* >0,
k=1 k=1

przy czym (z,x) = 0 implikuje z = 0. W przypadku rzeczywistym, szczegdlnie dla n = 2
wzor ten okresla dobrze znany iloczyn skalarny na ptaszczyznie.

Zauwazmy jeszcze, ze wielko$é (/(z, z) jest po prostu norma euklidesowa wektora x.
Jak sie za chwile okaze, jest to ogdlna metoda zdefiniowania normy za pomocy iloczynu
skalarnego. <

Rozwazmy ustalony iloczyn skalarny na przestrzeni liniowej X'; oznaczmy

|2 = \/(z, z).
Lemat 2.3 Dla dowolnych x,y € X zachodzi nastepujgca nieréwnosé Schwartza
[z, )| < |l ly]]-
Dowdéd. Zatézmy chwilowo, ze ||y|| = 1. Dla dowolnego ¢ € C mamy
0<(z+ty,z+ty) = (x,7) + (2, ty) + (ty, ) + (ty, ty) =

= [lal* + &z, y) + t{y, 2) + th{y, y) = [|a]* + 2Re (t{z,y)) + [*
Wstawiajac t = —(y, x) otrzymujemy

0 < f2* = 2[{z, »)[* + [z, y) P,

czyli [(z, y)| < |[=]].
W przypadku ogdlnym gdy ||y|| > 0 wystarczy zastosowaé powyzsza nieréwnosé do

ziy =y/llyll. &

Lemat 2.4 Wzor ||z|| = m okresla norme.
Dowdd. Jezeli ||z|| =0 to (z,z) =0 wiec z = 0.
leal[? = (e, ex) = o, ) = |ef?[a] 2
co pociaga jednorodnos¢ normy. Warunek trojkata wynika z
lo+yll” = (z +y, 2 +y) = (z.2) + {x,9) + (2.9) + (y,9) =
= |l=[1* + llylI” + 2Re (z, y) < [l|* + [lyl1* + 2ll= /[ |yl = ([l=[| + [ly]])*,

gdzie zastosowaliSmy nieréwnos$¢ Schwartza. <



ANALIZA 4, PRZESTRZENIE BANACHA I HILBERTA 8

Definicja 2.5 Przestrzen liniowg z okreslonym iloczynem skalarnym nazywamy prze-
strzenig Hilberta jezeli norma zdefiniowana z jego pomocq jest zupetna.

PRZYKELAD 2.6. Przestrzen [y, zespolona lub rzeczywista, jest przestrzenia Hilberta z
iloczynem skalarnym zadanym przez

(2,9} = f: £(n)y(n).

Zauwazmy, ze szereg definiujacy (z,y) jest zbiezny, poréwnaj Przyktad 1.11. Podobnie
na Lo[D] mozemy okresli¢ iloczyn skalarny wzorem

(f.9)= [ fgdr

¢

Rodzi sie pytanie, czy inne przestrzenie Banacha, takie jak C0,2], I; itp. tez sa
przestrzeniami Hilberta.

Twierdzenie 2.7 Norma okreslona za pomocq tloczynu skalarnego spetnia nastepujgcg
tozsamos$é rownolegtoboku:

e = yII* + llz+ yl[* = 2 (Il2l]* + [ly]l°) -

Dowdd tej tozsamosci tatwo sprawdzi¢ z zalezno$ci pomiedzy normg i iloczynem
skalaranym; w istocie zachodzi twierdzenie odwrotne: za pomoca normy z witasnoscia
réwnolegtoboku mozna zdefiniowaé ilozyn skalarny (ale tu dowdd jest znacznie bardziej
skomplikowany).

PRZYKLAD 2.8. W przestrzeni [; rozwazmy elementy = = (1,0,...) orazy = (0,1,0,...).
Wtedy ||z|| = |ly|| = 1 oraz ||z + y|| = ||z — y|| = 2 1 tozsamos$¢ réwnolegtoboku nie jest
spetniona. Podobnie sprawdzamy, ze przestrzenie C[0, 1], [, dla p # 2 maja normy, ktére
nie pochodza od iloczynu skalarnego.

3. ORTOGONALNOSC.

Niech X bedzie ustalona, rzeczywista badz zespolong przestrzenia Hilberta. Przez
analogie z przypadkiem skonczenie wymiarowym mozemy powiedzieé¢, ze dla x,y # 0
wielkos¢

(z,y)

[l[ [yl
jest cosinusem kata pomiedzy wektorami x,y. W szczegolnosci wektory spetniajace wa-
runek (z,y) = 0 nazywamy ortogonalnymi albo prostopadtymi. Taka zaleznos¢ zapi-
sujemy jako x 1 y.

Definicja 3.1 Cigg (skonczony lub nieskonczony) xq,xs, ... niezerowych wektoréw w
przestrzeni Hilberta nazywamy



ANALIZA 4, PRZESTRZENIE BANACHA I HILBERTA 9

— ortogonalnym jezeli z, 1 xy dla n # k;

— ortonormalnym jezeli jest ciggiem ortogonalnym i ||x,|| = 1 dla kazdego n.
Twierdzenie 3.2 Jezeli x1, 2o, ..., x, jest ciggiem ortogonalnym to jest on liniowo nie-
zalezny.

Dowéd. Niech >7)_; apzi = 0 dla pewnych skalaréw a, € F. Wtedy dla kazdego j < n

n

n
0= apap,z;) =Y aplw, ;) = a;]|z;]|%,
k=1

k=1

a zatem a; = 0 (bo z; # 0). &
Twierdzenie 3.3 Jezeli xq, %o, ..., x, jest ciggiem ortogonalnym to
1> @l = > [l
k=1 k=1
Dowod. Uwzgledniajac ortogonalnosé¢ wektorow

n n n n n n
D@l = Qo wr D) = D (e ay) = Y (o, an) = > ||l °.
k=1 k=1 k=1 kj—1 k=1

k=1

¢

Ostatnie twierdzenie mozna Smialo nazwaé twierdzeniem Pitagorasa. Dosé¢ oczy-
wistym przykladem uktadu ortonormalnego w C" lub R" jest ciag wektoréw e, =
(0,...,1,0...), gdzie 1 wystepuje na k—tym miejscu.

PRzYKEAD 3.4. Rozwazmy zespolona przestrzen Hilberta Ls[0, 2], gdzie iloczyn ska-
larny dany jest wzorem

2
(= [ rgan
Niech e, (r) = ™ dla wszystkich n calkowitych. Wtedy dla k # n
2 2m 1
tkx_j i(k—n)x

en) = R

ek, €n) /0 e =) x i —n)
Funkcje e,, tworza wiec uktad ortogonalny. Latwo obliczy¢, ze ||e,|| = 27.

W przypadku rzeczywistej przestrzeni Ls[0, 27| z powyzszego rachunku wynika ,
ze Ciag

{ei(k_")ﬂ zw = 0.

1,cosz,sinx, cos 2x,sin 2z, . . .
jest ortogonalny. {

Przypomnijmy, ze w kazdej przestrzeni liniowej X mozemy zdefiniowa¢ wypuktosé:
zbiér C' C X jest wypuktly jezeli dla dowolnych x,y € C'it € [0,1] mamy tx + (1 —
t)y € C. Oczywiscie zbiér wektoréw postaci tx + (1 — t)y € C, gdzie t € [0, 1] nalezy
interpretowac jako odcinek taczacy x i y. Wypukloéé oznacza wiec ze C' zawiera kazdy
odcinkek o koncach z C.
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Twierdzenie 3.5 Niech K bedzie niepustym zbiorem wypuktym i domknietym w prze-
strzent Hilberta X . Wtedy dla kazdego v € X istnieje dokiadnie jeden yy € K, lezgcy
najblizej x.

Dowdéd. Niech
a=inf{|[z —y||: y € K},

czyli « jest odlegtoscia x od zbioru K. Z definicji kresu dolnego istnieja w zbiorze K
elementy vy, yo, . . ., takie ze ||z — y,|| — «a. Zauwazmy, ze

1 .
||§(yn+ym) —LL’H > a  czyli Hyn"‘ym_QxH > 2a

bo (1/2)(yn + ym) € K na mocy wypuktosci. Ponadto, korzystajac z tozsamosci réwno-
legtoboku (patrz Twierdzenie 2.7) otrzymujemy

||yn_ym||2 - ||ym_$_ (yn_x)HQ - 2||yn_x||2+2||ym_x||2 - ||yn+ym —21‘||2 <

2|y — ||* + 2/|ym — 2|* — 40* — 0,

co pozwala sprawdzi¢, ze ciag y, spelnia warunek Cauchy’ego. Niech yq bedzie granicg
Yn, wiedy [|yo — || = lim ||y, — z|| = .

W podobny sposéb sprawdzamy jedynos¢ elementu najblizszego, ponownie wykorzy-
stujac tozsamosé rownolegltoboku.

Szczegbdlnym rodzajem zbioru wypuktego jest podprzestrzen: Y jest podprzestrzeniag
Xjezeliy+y €eYiaye Y dlay,y € Y, a €F. Tym samym podprzestrzen jest sama
przestrzenia liniowa.

Dla ustalonych ey, es, ..., e, mozemy na przyktad rozwazy¢ podprzestrzen gene-
rowang przez te wektory, sktadajaca sie z wszystkich kombinacji liniowych postaci

n
Z Q€.
k=1

Mozna sprawdzi¢, ze kazda skonczenie wymiarowa podprzestrzen jest domknieta. Po-
niewaz podprzestrzen jest oczywiscie zbiorem wypuklym, mozna na podstawie Twierdze-
nia 3.5 stwierdzi¢, ze dla kazdego x € X i podprzestrzeni Y generowanej przez wektory
€1, €a, ..., e, istnieje doktadnie jeden y € Y lezacy najblizej . Obecnie znajdziemy wzor
na taki element y. Piszemy 2z 1L Y aby zaznaczy¢, ze z L y dla kazdego y € Y; mowimy
wtedy ze wektor z jest prostopadtly do podprzestrzeni Y.

Twierdzenie 3.6 Niech ey, es, ..., e, bedzie ukiadem ortonormalnym 1 niech Y bedzie
podprzestrzeniq rozpietq przez ten uktad. Wtedy dla dowolnego x € X wektor

Yy = Z<.T, ek>€k cY
k=1

lezy najblizej wektora x. Ponadto wektor z = x — y jest prostopadly do Y .
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Dowdd. Sprawdzimy najpierw, ze istotnie 2 = x—y jest prostopadtly do Y. Dla dowolnego

m < n mamy
(T =y, em) = (v,em) — Q_(7, en)er, em) =
k

= (7, em) — Z@a er) - (er, em) = (T, em) — (T, em) =0

k
z uwagi na to, ze (ex, e,) = 0 dla m # k. Mamy wiec z L e, dla kazdego m; stad i z
liniowosci iloczynu skalarlnego wynika ze z L u dla kazdego u € Y.
Jezeli u jest dowolnym wektorem z Y to u —y € Y i z pierwszej czeSci u —y L z.
Dlatego

o —ull* = [I(z —y) + (y = " = llz = yII* + [ly — ull* > ||z — yl[*

z uwagi na twierdzenie Pitagorasa i fakt ze z = x —y L y — u. Stad rzeczywiscie y lezy
najblizej wektora x. {

Zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia wynika rozkltad x =y + 2, gdziey € Y iz LY.
Dlatego | 7| (zr6b rysunek) wektor y mozemy nazwaé rzutem prostopadtym wektora x na
podprzestrzen Y.

Dodajmy, ze rozumujac jak w ostatnim dowodzie, mozemy sprawdzi¢, ze kazda skon-
czenie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni Hilberta X ma baze ortonormalng. Istotnie,
dowdd mozna przeprowadzi¢ przez indukcje. Fakt ten jest jasny dla przestrzeni wymiaru
1. Niech Y ma baze y1,¥s,...,yn. Z zalozenia indukcyjnego podprzestrzen Y rozpieta

na wektorach y1,ys, ..., y,—1 ma baze ortonormalng ey, ey, ...e,_1. Teraz y, = y,, + z,
gdzie y/, € Yy i z L Yy. Poniewaz y, ¢ Yo, z # 0 i oznaczajac
1
€n = mz
otrzymujemy baze ortonormalng eq, es, ..., e, przestrzeni Y. Ten proces nazywa sie pro-

cesem ortogonalizacji Gramma-Schmidta, w ktérym baze wektorow liniowo niezaleznych
przerabiamy na baze ortonormalna.

4. SZEREGI FOURIERA.
Czes¢ rozwazan z poprzedniego rozdzialu mozna przenies¢ na nieskonczone uktady

ortogonalne. W kazdej przestrzeni Banacha (a wiec 1 w kazdej przestrzeni Hilberta)
mozemy zdefiniowaé zbieznosé¢ szeregu

o
=3z,
n=1
przez warunek zbieznodci ciggu sum czesciowych
n
|z = || — 0.
k=1

Wiele podstawowych wtasnosci szeregdéw liczbowych zbieznych mozna przenie$¢ na przy-
padek wektorowy (patrz lista zadan).
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Twierdzenie 4.1 Niechey,es, ... bedzie nieskoniczonym uktadem ortonormalnym w prze-
strzent Hilberta X. Wtedy dla kazdego x € X zachodzi nastepujgca nierownosé Bessla

o
Z z,en) 2L HSL’||2

Dowaéd. Dla ustalonego n wektor
Z x,ep)er €Y

jest rzutem na podprzestrzen Y generowang przez pierwsze n wektoréw i x —y L Y
(patrz dowod Twierdzenia 3.6). Dlatego

lzll* = Iz — ) +yll* = llz = yll* + ly|1* > [ly[]* = > [z, ex)*
=1

Stad natychmiast otrzymujemy

[e.e]
Z z,en)|* <[]zl
¢

Liczby (x,e,) nazywamy wspodlczynnikami Fouriera wektora x wzgledem ustalo-
nej bazy ortonormalnej e,,.

Definicja 4.2 Niech ey, es, . .. bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X .
Taki cigg nazywamy baza (albo ukladem zupelnym) jezeli kazdy v € X da si¢ przedstawié
w postaci szerequ

T = Z Qpn
n=1
dla pewnych skalarow a,,.

Zauwazmy, ze jesli x = > > | ane, to
o
ZL‘ ek Z An€n, ek Z An€n, ek = Q.
Dlatego jezeli x ma przedstawienie w bazie e, to jest ono postaci
oo
- Y

Takie przedstawienie nazywamy szeregiem Fouriera wektora z.

PRzZYKEAD 4.3. Jezeli 5 jest rzeczywista lub zespolong przestrzenia ciggdéw sumowal-
nych z kwadratem to przyjmujac ze e, jest wektorem majacym 1 na n—tym miejscu
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i zera na pozostatych otrzymujemy oczywiscie uktad ortonormalny w tej przestrzeni;
przypomnijmy, ze iloczyn skalarny jest tu dany wzorem

(@) = 3 2(n)y(m).

n=1

Oczywiscie e, tworza baze [l gdyz

x=(z(1),z(2),...) = ilx(n)en

co wynika z faktu, ze 3, |2(n)|? < co. Istotnie, odejmujac od = sume czesciows szeregu

otrzymujemy
N 00
lz = amel*= > |a(m)* =0,
n=1 n=N+1

gdyz “ogon” szeregu zbieznego dazy do zera. <y

Rozwazmy ponownie zespolona przestrzen Hilberta Ls[0, 27], z iloczynem skalarnym

2
(frg)= | fgdA
poréwnaj Przyktad 3.4. Wiemy juz, ze uktad

1 .
en(x) = ﬁemm,n =0,1,-1,2,...

jest ortonormalny (obecnie dopisaliémy stata, aby norma byta réwna 1). Postugujac sie
Twierdzeniem Stone’a—Weierstrassa dowodzi sie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4.4 Uklad e,,, n = 0,£1,£2,... stanow: baze zespolonej przestrzeni Hil-
berta Ly[0,27] i dlatego dla dowolnej f € Ls|0, 2]

0
f: Z Cn€n,

n=—o0
gdzie wspotczynniki ¢, sq dane wzorami

1
21

/0 7 H@)e™ dA(z).

Cn

Nalezy zauwazy¢, ze przedstawienie funkcji f w bazie oznacza, ze dany szereg jest
zbiezny w normie przestrzeni Ls[0, 27|, co niekoniecznie oznacza, ze

1 - inx
(@) = 5 n:Z_OO Cn€

dka kazdego x; porownaj twierdzenie ponizej.
Analogiczny fakt zachodzi tez dla rzeczywistej przestrzeni Lo[0, 27].
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Twierdzenie 4.5 Uktad
1,cosz,sin x, cos 2x,sin 2z, . . .

stanowi baze ortogonalng rzeczywistej przestrzeni Hilberta Ls[0, 27 i dlatego dla dowolnej
f € L2 [O, 271']

1 o
f(z) = S0+ > (ay cosnz + b, sinnz),
n=1
gdzie wspotczynniki ag, ay, . ..by, be, ... dane sq wzorami
1 2w 1 2w
an = —/ f(x) cosnx d\(z), b, = —/ f(z) sinnz d\(x).
7w Jo m Jo

Zauwazmy, ze wyraz staly w szeregu jest napisany jako 1/2aq, aby wzor na a,, obowia-
zywal takze dla n = 0. Tutaj znowu mowa o przedstawieniu funkcji za pomoca szeregu
zbieznego w normie Lo[0, 27| ( we wzorze piszemy f(x) itd. aby méc zapisaé funkcje cos
i sin). Dla funkeji ciaglej zachodzi jednak nastepujace klasyczne twierdzenie.

Twierdzenie 4.6 Jezeli f : [0,2n] — R jest funkcjg ciggle i f(0) = f(27) to dla
kazdego x € [0, 2n] zachodzi wzor

1 [e.e]
f(z) = 500 + Y (a, cosnz + by, sinnz),
n=1

gdzie wspotczynniki ay, b, dane sq wzorami z Twierdzenia 4.5



