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5.5 Zadania

5.5.1 Zauwazy¢, ze rozklad Hahna X = X+ U X~ dla miary znakowanej & jest ”jed-
noznaczny z dokladnoscig do zbioréw miary zero” (co to znaczy?). Czy rozklad o na
roznice dwoch miar jest jedyny?

5.5.2 Zauwazy¢, ze jesli miara znakowana v przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste, to
jest ograniczona.

5.5.3 Niech f bedzie takg funkcjg mierzalng, ze przynajmniej jedna z funkcji f*, f~
jest p—catkowalna i niech v(A) = [, f du dla zbioréw A € ¥ (tutaj p jest miarag na
¥)). Zapisa¢ v, v~ oraz |v| za pomoca calek.

5.5.4 Zauwazy¢, ze dla miary znakowanej v, [v|(A) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy
v(B) =0 dla kazdego B C A (A,B € ¥).

5.5.5 Zauwazy¢, ze jezeliv < piv L ptov =0.

5.5.6 Zauwazy¢, ze v < u wtedy i tylko wtedy gdy v+, v~ < p i ze podobng wlasnosé
ma relacja singularnosci miar.

5.5.7 Twierdzenie RN nie musi zachodzi¢ dla u, ktére nie sa o—skonczone. Niech
Y. bedzie o—ciatem generowanym przez przeliczalne podzbiory [0, 1]; rozwazy¢ miare
liczaca p na X oraz zerojedynkowsa miare v na 3.

5.5.8 Uzupemi¢ szczegdty dowodu Wniosku wedtug podanego szkicu.

5.5.9 Niech pu,v beda o—skonczonymi miarami na X, takimi ze v < p i p < v.
Wykazaé, ze prawie wszedzie zachodzi zalezno$c¢

dv

d
=1/t
du dv
5.5.10 Niech p, v beda miarami o—skonczonymi, v < pu i niech funkcja f = S—Z bedzie
wszedzie dodatnia. Sprawdzi¢, ze pu < v.
5.5.11 Niech (X, ¥, i) bedzie przestrzenia probabilistyczna i niech A bedzie o—cialem
zawartym w 2. Wykazaé, ze dla kazdej X-mierzalnej funkcji catkowalnej f: X — R
istnieje A-mierzalna funkcja g, taka ze dla kazdego A € A

/Agduz/Afdu-

(Taka g = E(f|.A) nazywa sie w probabilistyce warunkowa wartoscia oczekiwana.)
5.5.12 Dystrybuanta miary probabilistycznej p na Bor(R) nazywamy funkcje F), :
R — R, dana wzorem F),(z) = pu(—o0,z) dla z € R. Sprawdzi¢, ze F), jest niemalejaca
funkcja lewostronnie ciagla, przy czym lim, .o F,(z) = 1.

UWAGA: Czasami przyjmuje sie definicje F,(z) = pu(—oo, z]; jak wptywa to na wla-
snosci F),?
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5.5.13 Wykazac, ze dystrybuanta F), jest ciggla wtedy i tylko wtedy gdy p znika na
punktach.

5.5.14 Miara znikajaca na punktach bywa nazywana miarg ciagta. Wykazac, ze pro-
babilistyczna miara p na Bor(R) jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy jest bezatomowa.

5.5.15 Jak juz wiemy (!) na zbiorze tréjkowym Cantora C' istnieje miara probabili-
styczna pu, ktora znika na punktach. Niech F(x) = p((—oo,z)) bedzie dystrybuanta
tej miary. Zauwazy¢, ze F' jest funkcja ciagla, oraz F[C] = [0, 1]. Wywnioskowa¢ stad,
ze obraz zbioru miary zero przez funkcje ciagta nie musi by¢ miary zero, a nawet nie
musi by¢ mierzalny.

5.5.16 Obliczy¢ (albo sprowadzi¢ do znanej catki); poda¢ uzasadnienia rachunkow:
(1) Jg f(x) dp gdzie p = 0o, 1 = do + 61, p = Y00, 0, (tutaj 0, oznacza miare

probabilistyczna skupiona w punkcie x).

(ii) Jioq [ dA; gdzie f(z) =z dlaz ¢ Q, f(z) =0dlaz € Q;

(v) Jjpomsinz du, gdzie pu(A) = [, x? dA(2);

(v) [z [ d\; gdzie f(z) =2? dlaz € Q, f(z) =0dlax ¢ Q;

(vi) Jp1/(2% + 1) dA(2);
(vii) [gcosz du, gdzie u(A) = [, 1/(2? + 1) d\(x);
(viii) [g cosx du, gdzie p jest taka ze pu(—oo, x) = arctan x + m/2;

(i) [io.00)[2] dpt, gdzie p jest taka ze pln,n+1) = n=?

(5) fulx — []) dp, gdzie

n= Z 5n+1/n;
n=1
(zi)
n?x + 2 n

lim ————— dA(x) lim

n—oo Jio1] n?x +n + 3 n—00 J0,00] 1% + 3

dA(x).

5.5.17 Niech f: X — R bedzie mierzalna funkcja na przestrzeni miarowej (X, X, ).
Wtedy wzor v(B) = u(f~'[B]) definiuje miare borelowska na R, por. Zadanie [16 z
poprzedniego rozdziatu (taka miara w probabilistyce nazywa sie rozktadem zmiennej
losowej).

Udowodni¢, ze [y f du = [gx dv(z) (o ile f jest calkowalna).
WSKAZOWKA: Rozwazy¢ najpierw f = x4 dla A € X; potem funkcje proste itd.
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5.6 Problemy

5.6.A Niech (X, 3, 1) bedzie przestrzenia miarowa. Dla dowolnego Z C X piszemy
p*(Z) = inf{u(A) : A € ¥, 7 C A}. Zauwazy¢, ze p* jest miara zewnetrzna (jest
przeliczalnie podaddytywna i monotoniczna), ale na ogét nie jest addytywna.

Udowodni¢, ze dla ustalonego Z C X wzér v(ANZ) = p*(AN Z) definiuje miare na
o—ciele {ANZ: A € X} podzbioréw Z.

5.6.B Istnieje przestrzen metryczna Z C [0, 1] i probabilistyczna miara v na Bor(Z),
taka ze v(K) =0 dla K C Z zwartych.

WSKAZOWKA: Wzigé na poczatek Z C [0, 1] niemierzalny w sensie Lebesgue’a i miare
v 7 poprzedniego problemu.

5.6.C Niech (X, X, u) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Jak wiemy, A ~ B <=
u(A A B) = 0 definiuje relacje réwnowaznosci. Niech 8 = {[A] : A € ¥} oznacza
rodzine klas abstrakcji tej relacji.

Zauwazy¢, ze na ‘B mozna wprowadzi¢ naturalne dziatania
[A]V[B]=[AuB], [AJA[Bl=[ANDB], —[4]=[A7

Wtedy 9B staje sie algebra Boole’a (B, V, A, -, 0,1) (to znaczy, ze wprowadzone dziala-
nia maja takie same wlasnosci jak "zwykle” dziatania mnogosciowe; 0 = [(], 1 = [X]).
Tak zdefiniowana algebre nazywamy algebra miary.

5.6.D Sprawdzi¢, ze algebra miary ‘B jest przestrzenig metryczna, gdzie metryke za-
dajemy wzorem d([A], [B]) = u(A A B). Udowodni¢, ze metryka ta jest zupeina.

5.6.E Algebra miary Lebesgue’a A na [0, 1] jest przestrzenia osrodkowa.
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