Zbior zadan z kombinatoryki

Swiatostaw R. Gal

wiosna 2017

Oznaczenia
[n]:={1,2,...,n},
S

(k) ={X cS|#X =k}.

Ponadto (dla k2 € N)
x}i:=x[x—1)...[x—k+1),

" i=x+1)...(x+k —1),

x __x_’i
E) R

x=k = ((x + 1)5) - .

(&) =+(%)

0. Zadania na rozgrzewke

Wobec tego dla n € N mamy

. Niech (Af)(x) = f(x +1) - f(x). Pokaz, ze (A"f)x)=>", (})(-1)"*f(x +E).

. Pokaz, ze

Ax™ = mx™=

dla dowolnej liczby catkowitej m.

1. Wzor Stirlinga

Niech
2n
P, = {(ai)iz:1|ai = il,zai = 0}
i=1
oraz

2k
Q= {(ai]izfl‘ai = il,Zai # 0 dla kazdego o<k < n}

=1



© ® N o

10.

11.

12.

13.

14.

. Uzasadnij, ze #P, = (>").
. Pokaz, ze #P, = #Q,.

n

Wskazowka: Niech (a;)2% € P,. Niech r = max{a,> /_ a;lo<t<2n}. Niech t =

max {0 <k <2nla; Y i, a; =r}. Zdefiniujmy

a, ifl =1.
bn =4 Qtto-i ifi<i< t,

—-a; ifi >t.

Pokaz, ze przyporzadkowanie P, 3 (¢;)7, — (b;)77, € Q, jest bijekcjg. (Napisz funk-

cje odwrotna.)

Pokaz, ze 22" = Y7 _o (%) (?"F).

Wskazowka: Pokaz, ze dla kazdego ciggu (c;)?”, istnieje jedyne takie o <k <n, ze
2k 2(n—k)

(ci)?Z, € Pp oraz (c;or);-, € Qut-

Niech p, = (°")/22" oraz s, = Y ,_,pk. Pokaz, ze s, = (2n +1)p,.

Pokaz, ze s2/n jest ciggiem rosngcym a s>/(n +1) malejgcym.

Pokaz, ze sy, <S5 +55 <Sp i1

Wywnioskuj, ze n < # <n+1.

Wskazowgka: Pokratkuj dodatnig ¢wiartke liniami rownoleglymi do osi rzednych
i odcietych o odcietych i rzednych odpowiednio rownych s(i) dla i naturalnych.
Narysuj ¢wierc kota o promieniu s(r) i Srodku w srodku uktadu wspoétrzednych.
Oszacuj pole.

Oblicz lim, . v (2").
Pokaz, Ze granica lim, .o, nle™/n"tV2 = C istnieje.
Wskazowgka: Korzystajac z log(n) = fln de zapisz ) ,_, log(k) — (n + 1/2)log(n) + n =
1+ [ =2 gy
1=1 x :

Oblicz C korzystajac z zadania 11.

2. O symbolu dwumianowym

Zsumuj

Zm: (x + k)
i\ 1 ,
gdzie i, oraz m sa liczbami naturalnymi.

Czy mozesz nie zakladac, ze x jest liczbg catkowitg?

Czy umiesz podac interpretacje kombinatoryczng, gdy x jest liczba catkowita?



Wskazowka: Niech
V = ([n-ljm+1]),
i+1

V. = ([7'1+1]>’
i+1
Vk={Se ([nfm+1]>‘maxs=n+k+1}.
i+1
Pokaz, ze V=V, uJV,. Oblicz #Vj.

15. Ze zbioru [r] wybrano (po kolei) trzy elementy. Wiadomo, ze otrzymano % roznych
elementow. Niech a; oznacza liczb¢ sposobow na ktore mozne to zrobic. Policz ay,
dla £ =1,2,3. Innymi stowy oblicz

ak = # {(x17x27x3)|xi € [nly#{xlyx2:x3} = k} .

16. Zapisz n? jako as (?) +a;(?) +ao(?). Wykorzystaj to do policzenia >_n_,n2. Wylicz

> n=on®:
17. dlaczego liczby a; z poprzednich dwu zadan sg rowne.
18. Oblicz

(a) ZZ=0 k (Z) ’

(b) 3o (2) (%)

(© oo (o) ("),

@ Yo ()7 Wsrazowra @: (;) = (,")-

19. Podaj kombinatoryczng interpretacje wzorow z poprzedniego zadania.
Wskazowka (c): Niech

B [n]
V= (a+b+1>’

3 [n]
Vk—{Se (a+b+1)

Zauwaz, ze V =JV;.

E+1€8S, #(Sm[k])=a}.

20. Niech n bedzie liczbg naturalng. Udowodnij wzor dwumianowy

n

(x+y)= Z (r;)x‘—yu

i=0

Wskazowka 1: Indukcja.
WskazOwka 2: Uzyj zadania 19(b).



21.

29,
23.

24.

25.

206.

Niech ¢ (n) oznacza liczb¢ rozktadow liczby n w sume % catkowitych nieujemnych

sktadnikow. Tj.
cp(n)=+# {(nl,...,nk)‘ Zni = n} .

Pokaz, ze
k
S et = ()
n=0 n=0

Pokaz, ze cp,(n) = (nzk)

Niech n oraz k bedg liczbami naturalnymi. Wyraz ( ) przy pomocy wyrazu dwu-
mianowego z naturalnymi wspolczynnikami.

Gg(x) = Z (Z)xn

n=0

Zsumuj

Oblicz promien zbieznosci.

WsKAZOWKA 1: Skorzystaj z zadan 22. i 23.
Wskazowka 2: Skorzystaj z zadania 24.
WSKAZOWKA 3:

Z(n;—k)xk_z[nﬂe) —Z(x

WSKAZOWKA 4: Pokaz, ze Gy, (x) = ;% Gy (x).

n+k)(k)

(e

WSKAZOWKA 4a:

Griilx) = Z (k’j_l)xn + Z (n]; 1)xn = xGp 4 (x) + xGy, (x).

WSKAZOWKA 4b:
it =3 (117)e -ZZ() —(Z) (gm; @m)

Uzyj poprzedniego zadania do udowodnienia
i(k) <n—k> _( n+1 )
a b ) \a+b+1)’
k=0

WskazOowkA: Pomno6z obie strony przez ¢" 1! i wysumuj po n > o.
Udowodnij, ze jesli £ jest liczbg naturalng, to



27.

28.

29.

30.

31.

32.

3. O liczbach Catalana

Sprawdz, ze

o (x— l)@= (2x)2k

[») 22k

Wywnioskuj z powyzszego zadania, ze

(-0

Wywnioskuj, lub udowodnij inaczej, ze
-2\ (-1 k ok
E) \4 k)

D(x) := Z (2kk>xk

k=0

Oblicz

Zastanow sie¢ dla jakich x ta suma jest zbiezna.
WskazOWKA 1: Poprzednie zadanie.
WskazOowka 2: Uzyj zadania 6 do obliczenia D(x)2.

Oblicz
. 1 2k\ 4
C(X).—E —k+1(k)x'

k=0
Zastanow si¢ dla jakich x ta suma jest zbiezna.

WSKAZOWKA 1: g
d—(xC(X)) = D(X).
X

WSKAZOWKA 2:
DX)=1+x ) (2::12)xk =1+2x) (2 - #) <2kk)xk =1+ 2x(2D(x) - C(x)).

Udowodnij, ze
x(1 - 4x)C'(x) + (1 - 2x)C(x) = 1.

WskazOwkA 1: Skorzystaj ze wskazowek do poprzedniego zadania.

WSKAZOWKA 2: Zauwaz, Ze dla C, = ;- (") zachodzi

(n+2)C, 1, =2(2n +1)C,.



33. Pokaz, ze nast¢pujace liczby (oznaczane C;, i nazywane liczbami Catalana) sg row-
ne (w razie problemow z interpretacja zatéozmy, ze Co = C, =1):

(@) Liczba potgczen w pary wierzchotkow wypuklego 2k-kata, tak by odpowiadajgce
mu przekatne (lub boki) si¢ nie przecinaty,

(b) liczba podziatow (& + 2)-kata wypuklego przekatnymi na trojkaty,

(c) Liczba spacerow po siatce kwadratowej z punktu (o, 0) do (%, %) pozostajacych pod
przekatna i takich, ze w kazdym kroku mozna zwi¢kszy¢ dowolng wspolrzedna o
jeden,

(d) liczba ustawien nawiasow (kolejnosci dziatan) w produkcie % +1 liter.

(e) Liczba niemalejgcych ciggow od wyrazach dodatnich ditugosci 2 ograniczonych
przez ciag tozsamosciowy.

(f) Liczba ustawienn monet w stos tak, ze w najnizszym poziomie znajduje si¢ £ monet
ulozonych jedna obok drugiej w linii, a kazda moneta w nastepnej warstwie musi
si¢ opiera¢ na dwu potowkach monet lezacych ponize;.

(g) liczbe (nieuporzadkowanych) par spacerow (y;, o) na plaszczyznie o tej wlasnosci,
ze kazdy spacer wykonuje kroki zwickszajace jedng ze wspotrzednych o jeden.
Spacery zaczynaja si¢ w punkcie (0,0), majg dlugosc¢ & +1 i majg wspolne tylko
(oba) konce.

(h) jak w punkcie poprzednim rozwazyc spacery dtugosci k& —1, ktore moga si¢ spoty-
kac po drodze, ale nie mogg si¢ “krzyzowac”.

34. Znajdz inne kombinatoryczne interpretacje liczb Catalana.
35. Pokaz, ze
n -
WskazowgkA: Punkt (h).
36. Pokaz, ze Cpy =) 1 CiCpi.

37. Pomnoz powyzsza réwnosc¢ przez x"*' i wysumuj po n. Niech Clx) = >, ., Cpx™.
Napisz rownanie, ktore spetnia C(x).

38. Oblicz C(x). Rozwin C(x) w szereg. Podaj wzor na Cp przy uzyciu symbolu dwu-

mianowego.
39. Pokaz, ze C, = (2*) - (2").
40. Znajdz kombinatoryczny dowod powyzszej formuly.

4. O liczbach Fibonacciego

41. Pokaz, ze ¥, Fr +F,F,_, =F, 1z
42. Pokaz, ze (Fk,Fl) = F(k,l)-
43. Udowodnij, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.



44.

45-

46.

47-
48.
49.

50.

51

52.

Wskazowka: Rozpatrz ciag {F,} gdzie p przebiega liczby pierwsze. Skorzystaj z
tego, ze Fig = 4181 = 37.113. Uprosc¢ rozumowanie Korzystajac z tego, ze Fg = 21 =
3.7.

Oblicz F_,, przy pomocy liczb Fibonacciego z dodatnimi indeksami.

5. O rekursjach

Rozwiaz rekursje a, 4+, = 2a, + (-1)".

Wskazowka: Niech v, = ((fln)n) € R2. Znajdz macierz A taka, ze Av, = v,,,. Policz
A'vg.

Rozwiaz rekursje a, 4, = 3a, +n.

WSsKAZOWKA: Przemno6z rownosé przez t"** i wysumuj, zeby otrzymac
t 2
1+ 3t ant" = (—) .
(1+36)) an —

t2 A N B N C
Q+3t)1-82 1+3t (@-1)2 1-t

Roz16z

w utamki proste.
Rozwigz rekursje a,4, = 4a, + (1).
Rozwigz rekursje a, 1, = 5a, +2".

Niech a,1, = na, +2 oraz A(t) = >, a,t’. Znajdz réwnanie rézniczkowe, ktére
spelnia funkcja A.

Rozwigz rekursje so = 0, s,11 = s, +n? mnozac przez x"** i sumujgc po n > o.
Wskazowgka: Rozloz n? tak jak w zadaniu 17. oraz uzyj zadania 25.
Rozwiaz rekursje:
go=1,
En+1=8n+t8n-1+8n-—-2+...+80.

Rozwigz rekursje

(@) any1=5a,+3,
(b) ani1=-an+7,
(€) ant1=4a, —11,
(d) apt1=an +3.

53.

Rozwigz rekursje ¢, o = 5¢,+1 — 6¢, dla

(@ co=1, ¢c;=4;
(b) co=2, co =13;

() co=0,c,=1.

54.

Rozwigz rekursje a, 15 = 20,4, — 2a,, ap =2, a; = 3.



55-

Rozwiaz rekursje a, o = 40,4, — 4a, dla

(@ ap=1, a, =2;

(b) ap=0,a,=1;

() ap=1, a; =3.

56.

57.

58.

59.

60.

6O1.

Rozwiaz rekursje
gn =8n-1*8n-2+(-1)",

o=81=1

(Zadanie Jasia Dymary) W pierwszym roku zimnej wojny Amerykanie maja 2 ra-
kiety, a Rosjanie 14. Co roku Amerykanie produkujg tyle rakiet, ile Rosjanie mieli
rok wczesniej (tak wiec np. w drugim roku beda mieli 2 stare +14 nowych = 16
rakiet). Rosjanie za to pilnuja, aby zawsze mie¢ dwa razy tyle ile Amerykanie
mieli rok wczesniej (czasem wymagac to moze czesciowej demilitaryzacji — mowi
si¢ wtedy o oszczednosciach w zbrojeniowce; np. w drugim roku Rosjanie beda
miec 2.2 = 4 rakiety, ale za to w trzecim 2.16 = 32 rakiety). Znajdz wzor opisujacy
liczbg amerykanskich rakiet w n-tym roku zimnej wojny.

Wskazowka 1: Niech R, i AN oznaczajg liczbe rakiet rosyjskich i amerykanskich
w n-tym roku. “Wyeliminuj Rosjan” wstawiajac R, 1, =2A, do A, 1o =A,11 + Ry 4.
Wskazowgka 2: Niech V,, := A, - R, oraz W,, := 2A, +R,,. Jak wyrazajg si¢ V,, i
W,1, przezV, i W, ?

Zdiagonalizuj macierz (; c1)) . Jaki to ma zwigzek z zadaniem poprzednim?
6. O liczbach Catalana raz jeszcze

Niech A(¢) = B(t2)e?!. Pokaz, ze

tA"(t) + (3 — 4t)A'(t) — 6A@) = ate® (¢*B"(¢?) + 2B'(¢*) - B(t?)) .

Niech A(t) =}, “4f-. Zalézmy, ze 2~ = f£&. Pokaz, ze
tA"(t) + (o« — pt)A'(t) — YA(t) = 0.
Niech

_ (2n +2)1t"
Glr) = zn: nln +1)n +2)!
tk

Sprawdz, ze
tG"(t) + (3 — 4t)G'(t) - 6G(t) = O,

tF"(t) + 2F'(t) - F(¢) = 0.



62.

65.
66.

71.

72.

Pokaz, ze
G(t) = F(t%)e?

. Wywnioskuj, ze

n _
k

. Znajdz prostszy dowod formuty z poprzedniego zadania.

7. O liczbach i wielomianach Beurnulliego

Pokaz, ze (k) =) _,., n* jest skonczona dla % > 1.
Przeczytaj rozdzial 7.6 z [GKP].

. Korzystajac z dowolnej definicji liczb Bernoulliego pokaz, ze By, =0 dla & > o.
68.

Niech p, bedzie ciggiem wielomianow takich, ze po = 1 oraz p,., = —p,. (Np.
pn(t)=(b—¢)"/n! lub p,(t) = (-1)"B,()/n!). Pokaz, ze

b n ) b b
[ prwac= S st )+ [ ptiroar

i=k+1

. Wstaw do powyzszej formuly p, = (b —t)"/n! (oraz k = —1). Zinterpretuj.
70.

Sprawdz, ze

[ Boro= | r+B0r0),- o

Przemysl kroki w nastepujgcym rachunku

a+1 N _1R. )
(0¥ / Bl o0y g =y B iy

1 b
X +/ B.(t)f P () dt
: t=0 a

=2
_ZB(t (l 1)

NOBi@) L,
=ZTf< @) - flo).

+ Byl ()| + / £ - (o)

Wywnioskuj, ze jesli @ i b sa liczbami calkowitymi to zachodzi wzoér sumacyjny

Eulera
b
_/ BN({t})f(N)(t)dt
=q a

b-1 ‘ b N B, .
Z;f(z)=/a f(t)dt+k2=; Tl




73-

74

75-

76.

77

78.

79-

8o0.

81.
8o.

83.

gdzie {-} oznacza czes¢ ulamkows.

Policz
d
- (tlog®) —1)
Napisz wzor sumacyjny Eulera do “drugiego miejsca po przecinku” (N = 6) dla

f(x) =log(x).
Znajdz asymptotyke n!.

8. O liczbach Stirlinga i wielomianach Bella

Niech {Z} oznacza liczbe podziatow zbioru n elementowego na & niepustych pod-

zbiorow. Pokaz, ze
n _ k n—1 + n-—1
B k E-1]"
Niech @, (t) = Y, {} }¢*. Pokaz, ze

Dp1(t) =t (@), (8) + @, (8)) .

Pokaz, ze
; knek
elon(t) =) T
Niech P; bedzie rozktadem Poissona z parametrem ¢. Pokaz, ze n-ty moment roz-

ktadu P; jest rowny
my (Pg) = @, ().

oy (O

Pokaz, ze @, (t) =t 3 ; (7) @ (2).
Oblicz

Pokaz, ze

Wywnioskuj, ze

n k)\n _ A" _ t(e)‘—l)
3 {k}t N =S o0 <o,

n,k=0

WskKAzZOWEKA 1: Skorzystaj z zadania 78.



84.
85.

86.

87.

88.
89.

Q0.

ol1.

WskazO6wKaA 2: Niech A(t,A) = Y, @, (t)2;. Pokaz, ze

0 0
t (A(t,)\) + &A[t,)\)) = ﬁA(t’M’
A(o,\) =1.

Pokaz, ze e!(¢"~1) spelnia to samo czgstkowe rownanie rozniczkowe.
WskazOWKA 3: SKkorzystaj z zadania 82. Niech A(t,A) =), ., ®, (t)i‘l—':. Pokaz, ze

0 A
S AN =t A V),

A(o,A) =1.

o A . . NPT
Pokaz, ze ¢!(¢" =) spelnia to samo czgstkowe réwnanie rézniczkowe.
WsKAZOWEKA 4: Skorzystaj z zadania 8o:

Smiray =S e e G

n,k

)\)k

9. O permutacjach i rozkladzie Poissona

Niech s, oznacza liczbe permutacji zbioru k-elementowego. Przypomnij, ze s;, = k!.

Niech a;, oznacza liczbe permutacji zbioru k-elementowego, ktore nie majg punk-
tow statych. Ile wynosi ao?

Oblicz
g
k=0 Sk
Pokaz, ze a, =na,_; +(-1)".
Pokaz, ze a, = (n —1)(an_1 +an_s).

Rozpatrz zmienng losowg X, na przestrzeni probabilistycznej Sy z miarg rowno-
miernie roztozong zadang wzorem

Xrlo)=#(1<i < flo; =i}

(liczba punktow statych). Oblicz kilka pierwszym momentow X,. Oblicz wariancje
Xr.

Zalozmy, ze f = n. Pokaz, ze n-ty moment X, jest rowny f-temu momentowi
rozktadu Poissona z parametrem 1.

Niech o bedzie permutacjg. Przez c; (o) oznaczmy liczbe cykli dlugoscii w o. Niech
bedzie dany cigg liczb naturalnych {&;};>,. Oblicz liczb¢ elementow w grupie Sy
permutacji f obiektow takich, ze dla kazdego i zachodzi c; (o) = %;



92.

93-

94.

[GKP]

Niech x; dla j =1 bedg zmiennymi. Oblicz

;% Z foi(cr)_

GGSf i

Niech X, ; oznacza zmienng losowg mowigca ile cykli dtugosci i ma losowy element
grupy S¢. Do jakiego rozkladu zbiega X ; gdy f dazy do nieskonczonosci?

Niech B, oznacza zmienng przyjmujgcg wartosc 1 z prawdopodobienstwem 1i o0 z
prawdopodobienstwem (1 — p). Niech Y, = )";_, By, gdzie sumowane zmienne sa
niezalezne. Niech X, bedzie liczba cykli w rozktadzie losowej permutacji zbioru
n-elementowego. Pokaz, ze X, oraz Y, maja ten sam rozklad.
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