G. PLEBANEK KCombinatoryka NR 9 (29.04)

GRAFY PLANARNE

Uwaga: Zadania pochodzg czesciowo ze zbioru S. Gala. Inne dowody wzoru Eulera (i
wskazéwki do niektérych zadan) mozna znalezé na stronie przypietej do zad. 1.

Niech G = (V, E') bedzie grafem. Méwimy, ze G jest grafem planarnym jezeli mozna go
zrealizowac na plaszczyznie w tym sensie, ze krawedzie przecinaja si¢ tylko w wierzchotkach.
Aby dostrzec, jaki jest problem warto probowac¢ narysowaé graf K, graf o 5 wierzchotkach
i Wszystklch 10 krawedziach (na rysunku po lewej). Podobnie nie jest planarny graf K s

(po prawej):

WK

Powyzszy rysunek nie jest realizacja na ptaszczyznie, krawedzie przecinaja sie w ‘nie-
legalnych’ miejscach.

Jezeli graf G(V, E) jest planarny to definiuje $ciany (po angielsku faces badz regions);
ponizszy graf ma 4 Sciany

V.

4
{Infinite Face)

— zawsze pami¢tajmy o nieograniczonej czesci ptaszezyzny, ktora tez jest sciang. Youtu-
be oferuje cate wykltady o grafach planarnych; moze warto obejrzeé¢ ten krotki film. ( tutaj
wyjasdnione jest rozréznienie pomiedzy planar (dajacy sie narysowac) i plane (narysowanym)
grafem. Patrz tez o wzorze Eulera.

Niech F' bedzie zbiorem $cian planarnego grafu G = (V| E) spdjnego. Nastepujace
rOwnanie nazywamy wzorem Eulera

(WE) V| = |E[+[F| = 2.

Ponizej rozwazamy tylko grafy spéjne G = (V, E) i F zawsze oznacza zbidr Scian grafu.
. Udowodni¢ WE na rézne sposoby, na przyktad wedtug ponizszy sugestii; Na tej stronie
wskazano 20 dowodow.

(a) Indukcja po |F|. Zauwazy¢ najpierw, ze graf o jednej Scianie nie ma cykli; wtedy

Bl = V] - 1.
(b) Indukcja po |V|.


https://www.youtube.com/watch?v=wnYtITkWAYA
https://www.youtube.com/watch?v=5ywif1Zpeo4
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler/

(¢) Indukcja po |E)|.

(d) Zatézmy, ze G ma krawedzie bedace odcinkami. Policz sume katéw na dwa sposoby,
sumujac po Scianach i po wierzchotkach.

. Udowodni¢ wzér Picka: Niech P bedzie wielokatem o catkowitych wspotrzednych na pta-
szyczyznie. Wtedy pole P jest réwne

|(Z* N P)| — |(Z* N oP)|/2 — 1.

Tutaj OP oznacza brzeg wielokata. Wzor oznacza, ze pole takiej figury mozna obliczy¢,
odejmujac od liczby wszystkich punktow kratowych w figurze potowe liczby punktow leza-
cych na brzegu (i odejmujac 1).

WSKAZOWKA: Rozwazy¢ najprostsze trojkaty tego typu. Do figury spelniajacej wzér Picka
doda¢ nowy tréjkat i zbadaé¢ zachowanie si¢ wyrazenia.

. Zalézmy, ze graf planarny ma krawedzie bedace odcinkami i wierzchotki o wymiernych
wspotrzednych. Obliczy¢ pole dopetnienia zewnetrznego obszaru na dwa sposoby i wy-
wnioskowacé stad formute Eulera.

. Zalbézmy, ze w grafie planarnym (V, E) istnieje droga Eulera {vz}‘zﬂ) Znajdz bijekcje, miedzy
{i: 3j<;v; = v;} a niezewnetrznymi $cianami. Wywnioskuj stad formute Eulera.

. Dla dowolnego wieloscianu wypuktego wielkosé
liczba wierzchotkéw — liczba krawedzi + liczba $cian

jest stata i wynosi 2. Dlaczego?

. Udowodnié, ze jezeli kazda Sciana grafu planarnego G = (V, E) jest ograniczona co najmniej
trzema krawedziami to 2|E| > 3| F.

. Udowodni¢, ze grafy K5 i K33 nie sa planarneE]

WSsKAZOWKA: Dokonaé bilansu $cian, wierzchotkéw i krawedzi przy potencjalnym przed-
stawieniu grafu na ptaszczyznie.

. Pokaz, ze kazdy graf planarny zawiera wierzchotek stopnia co najwyzej piec.

WSKAZOWKA: Rozumujac nie wprost, zliczyé krawedzie ‘po wierzchotkach’.

. Udowodni¢ Twierdzenie o pieciu barwach: Wierzchotki dowolnego grafu planarnego
mozna pokolorowaé (co najwyzej) piecioma kolorami, tak aby kazde dwa sgsiadujgce wierz-
chotki miaty rozne kolory.

WSKAZOWKA: Zaldz indukeyjnie, ze po usunieciu wierzchotka stopnia co najwyzej pie¢ graf
mozna pokolorowa¢. Nawiasem moéwiac twierdzenie jest prawdziwe dla czterech barw.
Jezeli umiesz to pokazaé to Swiatowy rozglos zapewniony z powodoéw opisanych tutaj.

!Twierdzenie Kuratowskiego orzeka, ze kazdy nieplanarny graf zawiera jeden z tych graféw.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_o_czterech_barwach

