G. PLEBANEK Kombinatoryka (R) NR 1

ZASADA SZUFLADKOWA

1. Zastanowi¢ sie, czy zasada szufladkowa wymaga dowodu.
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. Sprawdzi¢ przez indukcje, ze jezeli n(r — 1) + 1 przedmiotéw umiescimy w n szufladach to

pewna szuflada zawiera > r przedmiotow.

. Pokaza¢, ze wérod 52 liczb catkowitych znajduja sie dwie rozne, ktérych suma lub réznica

dzieli sie przez 100.

Dane sg liczby naturalne 1 < a; < ap < ... < azy = 60. Wykazac, ze a; —a; = 13 dla
pewnych i < 7.

41 wiez umieszczono na szachownicy 10x10. Pokazaé, ze mozna znalezé 5 wiez, ktore sie
nie atakuja.

Wskazéwka: Wieze atakuja po liniach poziomych i pionowych. Zwina¢ szachownice w cy-
linder taczac przeciwne strony i pokolorowaé¢ przekatne 10 kolorami.

Pokaza¢, ze wérod 15 réznych liczb naturalnych nie przekraczajacych 100, sa 4 liczby
a, b, c,d takie, ze a + b = c + d lub 3 liczby a, b, c tworzace postep arytmetyczny.

Pokaza¢, ze dla n > 2, w grupie n osob sg dwie, ktére maja te sama liczbe znajomych w
grupie.

. Udowodnié¢, ze kazdy wieloScian wypukly ma co najmniej dwie Sciany o tej samie liczbie

bokéw.

. Na przyjecie przyszto 100 os6b. Kazda osoba ma (by¢ moze 0) parzysta liczbe znajomych.

Pokaza¢, ze sa przynajmniej 3 osoby majace tyle samo znajomych.
Pokazaé, ze wéréd 5 punktéw w kwadracie o boku 2 sg dwa w odleglosci < /2.

Udowodni¢, ze jesli w trojkacie réwnobocznym o boku dtugosci 4 umiescimy 17 punktow
to odlegtos¢ pewnych dwoch punktow nie przekracza 1.

W kwadracie o boku 1 danych jest 2n+1 punktéw, z ktérych zadne trzy nie sa wspotliniowe.
Udowodnié, ze pewne trzy punkty tworza tréjkat o polu < 1/(2n).

Na ptaszczyznie danych jest pie¢ punktéw kratowych (o obu wspoétrzednych catkowitych).
Wykazaé, ze érodek jednego z odcinkéw taczacych te punkty tez jest kratowy.
Z ADANIA UZUPELNIAJACE

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby niewymiernej « istniejg ciagi liczb catkowitych p,, ¢,, takie
7€ ¢n — 00 oraz
| — pn/an| < 1/¢2 dla kazdego n.

Wskazowka: Dla ustalonej liczby naturalnej N rozpatrzy¢ ciag na—[nal dlan =0,1,..., N.

Udowodni¢, ze dla danej liczby pierwszej p > 2 istniejg liczby naturalne x, y, takie ze liczba
1+ 22 4 y? jest podzielna przez p.
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ZADANIA 16-19 POCHODZA ZE STRONY DR JOANNY JASZUKNSKIEJ (MIM UW)

Kazdy wierzchotek jedenastokata foremnego pomalowano na jeden z czterech koloréw. Udo-
wodnij, ze mozna wybraé pie¢ kolejnych wierzchotkéw, pomalowanych co najwyzej trzema
kolorami.

Kazdy punkt okregu pomalowano na jeden z dwdéch koloréw. Wykaz, ze istnieje trojkat
rOwnoramienny, wpisany w ten okrag, o wszystkich trzech wierzchotkach jednego koloru.

Na ptaszczyznie danych jest 6 punktow, z ktorych zadne trzy nie sg wspotliniowe. W kazdym
trojkacie wyznaczonym przez pewna trojke tych punktéw najkrétszy bok malujemy na
z6tto. Udowodnij, ze istnieje trojkat o wszystkich bokach zottych.

W pewnym kraju jest 66 miast, z ktorych kazde dwa potaczone sa jednym z czterech
srodkéw komunikacji: koleja, autobusami, linig lotnicza lub zegluga srédladowa. Udowodnij,
ze pomiedzy pewnymi trzema miastami mozna odby¢ podréz ,,po trojkacie”, korzystajac
tylko z jednego srodka komunikacji.



