G. PLEBANEK Kombinatoryka (R) NR 5

NIEPORZADKI

Ponizej D,, oznacza liczbe nieporzqdkéw na zbiorze n-elementowym, czyli liczbe permutacji
bez punktu statego. Jak pamietamy (?!), z zasady wlaczen i wytaczen wynika wzoér
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. Wyznaczy¢ liczbe permutacji zbioru {1,2,...,8}, w ktérych zadna liczba parzysta nie
znajduje sie na swojej naturalnej pozycji.

. Zmalez¢ ogdlny wzér na liczbe permutacji zbioru {1, 2,..., n}, w ktérych doktadnie k liczb
znajduje sie na swoich naturalnych pozycjach.

. Udowodni¢ kombinatorycznie, ze

= (g)oot (1o (5) et (" )0uss ()0

(Pamietajmy, ze Dy = 1.)

. Na wyktadzie oméwiono kombinatoryczny dowdd rekurencji D, = (n — 1)(Dy—2 + Dp—1)
dla n > 3; jak to byto?

Udowodnié, ze D,, = nD,,_1 + (—1)".
REKURENCJE LINIOWE I INNE

. Rozwiazaé¢ réwnania rekurencyjne

. Rozwazmy szachownice 1 x n. Kazde pole szachownicy jest pomalowane na czerwono lub
niebiesko tak, ze nie ma dwu sasiednich czerwonych kwadratéw. Niech g(n) oznacza liczbe
takich pokolorowan. Wyznaczy¢ wzor rekurencyjny i jawny na g(n).

. Dlan =1,2,3,... niech h(n) oznacza liczbe r6znych sposobéw pokolorowania p6l szachow-
nicy 1 x n barwami bialg, niebieskg i czerwong tak, ze nie ma dwu sagsiednich czerwonych
kwadratow. Znalezé wzoér na h(n).



8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Zmalez¢ wzor rekurencyjny na liczbe ciggdéw o sumie n, takich ze

(a) wyrazami ciagu sa 11 2;
(b) wyrazami ciagu sa 1,2,5.
Zmnalez¢ wzor rekurencyjny na liczbe ciagow dtugosci n ztozonych z 0,1 i 2 takich, ze bez-

posrednio na lewo od 2 nie moze znajdowac sie 1.

Niech f(0) = 1, f(1) = 1, f(2) = 2,... beda liczbami Fibonacci’ego. Znalezé (zwarte)
WZOry na ponizsze sumy:

(1) F()+f(3)+ +f(2n— 1);

(iD) f(O) + f(2) + ...+ f(2n);

(i) f(0) = f(1) + ( )=+ (=) f(n);
(iv) f(0)* + f(1)? ~-+f(n)2;

(v) f(n)f(n+2)+ (=)™

Rozwiaza¢ podane rownania rekurencyjne przez znalezienie kilku pierwszych wyrazow, od-
gadniecie wzoru i udowodnienie go przez indukcje.

=Hn—-1)—n+3dlan=1,23,...; H0)=2.
—H(n—1)+1dlan=1,2,3,...; H(0)=0.

=—H(n—-1)42dlan=1,2,3,...; H( 1.

=2H(n—1)+1dlan=1,2,3,...; H(0)=1.

Udowodni¢, ze ciag v6, /6 + /6, \/ 6+ 6+ V6, ... jest zbiezny do liczby 3. Skqd to

zadanie sie tu wzieto?

ZADANIA UZUPELNIAJACE

Dla liczby naturalnej n oznaczmy przez @, liczbe permutacji zbioru {1,2,... n}, ktore nie
zawieraja w sobie 12, 23, ..., (n— 1)n. (Dla n = 3 dopuszczalnymi permutacjami sa 213,
321, 132, ale np. 231 jest niedopuszczalna.) Pokazaé, ze dla n > 1 zachodzi wzoér

Qn =nl — (”Il>(n—1)!+ (”;1>(n—2)!— (”;1>(n—3)!+...+(—1)"1(2:31!.

Zaba siedzi na wierzcholku o$miokata foremnego i zamierza dostaé sie na przeciwlegty
wierzchotek w n skokach, za kazdym razem skaczac na jeden z sasiednich wierzchotkow. Na
ile sposobow moze to zrobié¢?

(Zadanie J. Dymary.) W pierwszym roku zimnej wojny Amerykanie maja 2 rakiety, a
Rosjanie 14. Co roku Amerykanie produkuja tyle rakiet, ile Rosjanie mieli rok wczesniej
(tak wiec np. w drugim roku beda mieli 2 stare +14 nowych = 16 rakiet). Rosjanie za
to pilnuja, aby zawsze mie¢ dwa razy tyle, ile Amerykanie mieli rok weczeéniej (czasem
wymagaé to moze czesciowej demilitaryzacji; na przyktad w drugim roku Rosjanie beda
mie¢ 2 -2 = 4 rakiety, ale za to w trzecim 2- 16 = 32 rakiety). Znajdz wzér opisujacy liczba
amerykanskich rakiet w n-tym roku zimnej wojny.



