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Klasyczne przestrzenie Banacha

o =1{x=(xy) € RN . Ii’r7nx,, =0}, ||x|| = sup|xnl;
n

1/p
I =1{x=(x) €RY: D |xalP < 00}, [[x[|p = (Z |Xn|”> ;

oo = {X = (Xn) cRY: SUP‘Xn| < oo}, HXHOO = sup ’Xn|;

C[0,1] ={f : [0,1] — R: fciagta}, ||f|| = sup [|f(x)|.

x€[0,1]
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Pewne ogdlne pytania

@ Czy kazda przestrzen Banacha X jest izomorficzna ze swoja
hiperptaszczyzna?

o Czy przestrzen Banacha X, ktéra jest izomorficzna z kazda swoj3
nieskonczenie wymiarowa podprzestrzenia, jest izomorficzna z h?

@ Czy kazda przestrzeh Banacha X “zawiera” cg lub /,?

@ Czy kazda o$rodkowa przestrzen mozna zbudowaé z “elementarnych”
przestrzeni Banacha?

@ Czy na kazdej przestrzeni Banacha mozna okresli¢ “nietrywialny”
operator?

Stowniczek

Operator T z X na Y jest izomorfizmem jesli m - ||x|| < || Tx|| < M - ||x]|.
Hiperptaszczyzna H = {x € X : x*(x) = 0}.

“X zawiera Y oznacza “istnieje podprzestrzen Xy izomorficzna z Y.
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Dopetnialno$¢, rozktadalnosé
@ Podprzestrzen Y C X jest dopetnialna jesli istnieje podprzestrzen
ZC X, takaze Y=Y Z.

@ Przestrzen X jest rozktadalna jesli X = Y & Z dla pewnych
nieskofczenie wymiarowych podprzestrzeni Y, Z.

Uwagi
o Kazda skonczenie wymiarowa podprzestrzen jest dopetnialna.

o Jedli T : ¢g — X jest izomorficznym zanurzeniem w przestrzen
osrodkowa X to T|[cp] jest dopetnialng podprzestrzenig X.

cp nie jest dopetnialna w /.

Y C X jest dopetnialna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje projektor
na
P: X —Y (projektor, czyli Po P = P).

Jesli kazda podprzestrzen przestrzeni Banacha X jest dopetnialna to
X jest p. Hilberta (Lindestrauss, Tzafriri).
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Timothy Gowers & Bernard Maurey na koniec milenium
@ Istnieje dziedzicznie nierozkfadalna przestrzen Xgpy.
@ Xgum nie moze zawieraé zadnych klasycznych przestrzeni.
@ Xgum nie jest izomorficzna ze swoja hiperptaszczyzna (czyli
Xem # Xom @ R).
o Kazdy operator T : Xgp — Xgum jest postaci T =c -1+ S, gdzie S
jest czysto singularny.

o G & M + Komorowski & Tomczak-Jaegermann: jezeli p. Banacha X
jest izomorficzna z kazda swoja niesk. wym. podprzestrzenia to
X ~ /2.

Jak to sie robi?

Znajdz Xy C coo = {x € o : (AN)(¥Yn > n)x, = 0}.
Zdefiniuj pewna norme || - || na Xp.

Uzupetnij Xp do X.
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Spiros Argyros & Richard Haydon na poczatek nowego milenium

Istnieje przestrzen Xy, taka ze kazdy operator T : Xay — Xay jest
postaci T = c -1+ S, gdzie operator S jest zwarty.

Operatory zwarte i inne

@ Operator T : X — X jest zwarty jezeli T[Bx] jest normowo zwarty.
@ Operator T : X — X jest stabo zwarty jezeli T[Bx] jest stabo zwarty.

o Kazdy operator bedacy granica operatoréw skonczenie wymiarowych
jest zwarty.
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Przestrzenie C(K)

Dla dowolnej (nieskonczonej) przestrzeni zwartej K, C(K) oznacza
przestrzen Banacha funkcji ciggtych na K, z norma supremum.
Przestrzen C(K) jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy gdy K jest
kompaktem metrycznym.

Twierdzenie Miljutina: Jezeli K jest nieprzeliczalnym kompaktem
metrycznym to C(K) ~ CJ[0, 1].

Operatory C(K) — C(K)

Dla ustalonej funkcji g € C(K), T(f) = g - f definiuje operator
ograniczony; T =g - I.

Fakt. Operator T : C(K) — C(K) jest stabo zwarty wtedy i tylko wtedy
gdy lim, || T(f,)|| = 0 dla dowolnego ograniczonego ciagu (f,) w C(K)
funkcji parami roztacznych (f; - f; =0 dla i # j).

Dla kazdej nieskonczonej przestrzeni K istnieje operator stabo zwarty
T : C(K) — C(K), ktéry nie jest zwarty.
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Twierdzenie Koszmidera. Przy zatozeniu CH

listnieje nieskoniczona przestrzen zwarta K, taka ze kazdy operator

T : C(K) — C(K) jest postaci T =g -1+ S, gdzieg € C(K) i S jest
stabo zwarty.

W szczegélnosci C(K) # C(K) @ R.

Istnieje taka przestrzen K, ktéra jest dodatkowo spéjna; wtedy C(K) jest
nierozktadalng przestrzeniag Banacha i dlatego C(K) # C(L) dla zwartej
zerowymiarowej przestrzeni L.

Uwagi

Jezeli ¢ : K — K jest homeomorfizmem to operator f — f o ¢ nie jest
stabo zwartg perturbacja mnozenia przez funkcje.

Jezeli K zawiera nietrywialny cigg zbiezny to
CK)~adX~2RadgdX~Ra C(K).

Przestrzeh Koszmidera jest wiec sztywna i nie zawiera ciagdéw zbieznych.
Taka przestrzen K nie zawiera " zbyt wielu” kopii ON. (Problem Efimova:
czy kazda niesk. zwarta K zawiera ciag zbiezny albo kopie SN).
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Jak konstruowaé przestrzenie zwarte o zadanych wtasnosciach?

Niech 2 bedzie algebra Boole'a (w 2 okreslone sg dziatania A, V, —,
majace wtasnosci dodawania i mnozenia zbioréw oraz brania dopetnienia w
ustalonej przestrzeni X).

Typowy przyktad: algebra miary. 2 = Bor[0,1]/(A = 0). Dla a € 2 mamy
a=[Al={B € Bor[0,1] : \(AA B) =0}; [A] A [B] = [AN B] itd.

Twierdzenie Stone'a

Kazda algebra Boole'a jest izomorficzna z ciatem zbioréw
otwarto-domknietych przestrzeni zwartej catkowicie niespéjnej K = ult(21().

v

Przyktady
ON jest przestrzenia Stone'a algebry Boole'a P(N); co wiecej I, = C(SN).
Jedli K jest przestrzenia Stone'a algebry miary to L[0,1] = C(K).

G. Plebanek (IM UWr) Przestrzenie Banacha i algebry Boole'a 19.10.2012 9 /13



Uwagi

Jezeli K jest przestrzenia catkowicie niespdjna to funkcje ciagte proste,
czyli postaci Y i_; rixa;, Ai € clopen(K) leza gesto w C(K).

Jezeli K = ult(2A) to elementy a € 2 definiuja zbidr liniowo gesty w C(K).

v

Konstrukcja przestrzeni Koszmidera, tymczasowo catk. niespdjnej
@ Wyréznié pewng liste wtasnosci topologicznych przestrzeni K, ktére
wymuszaja zadang postaé operatoréw na C(K).
o Wyrazi¢ te wtasnosci w jezyku zbioréw otwarto-domknietych.
@ Skonstruowa¢ algebre Boole'a 21 majaca analogiczne wtasnosci
o K :=ult(A).
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Przyktadowa wtasnos¢

Jezeli rodzina {Ap, B, : n € N} C clopen(K) jest parami roztaczna to
istnieje nieskonczony zbiér | C N, taki ze

Uan U A#0; B0 | Bi=0

nel neN\/ nel neN\/
meT me INVE 1
A Jal % -A-L*
slelo Welele
+J
®a B, 2z By
O OO..| . OOO
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Przyktadowa wtasnos¢

Jezeli rodzina {Ap, B, : n € N} C clopen(K) jest parami roztaczna to
istnieje nieskonczony zbiér | C N, taki ze

LJAnﬁ U An#@; LJBnﬁ U Bn:(Z)

nel neN\/ nel neN\/

Ttumaczenie
Jezeli {a,, by : n € N} C 2 jest parami roztaczna to dla pewnego | C N
(i) Vney bn istnieje w 2, ale

(ii) nie istnieje x € 2 o wihasnosci a, < x dlax € [, a, A\x =0 dla
neN\/I.
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Przestrzen spdjna
Niech 2 bedzie algebrg pewnej miary. Zbior £ C 2 jest kratg jesli 0,1 € £
i £ jest zamknieta na dziatania A, V.
Zbiér £° = {a: —a € £} tez tworzy krate.
Powiedzmy, ze £ jest
@ spdjna jesli £N £ ={0,1};
@ normalna jesli dla dowolnych roztacznych a, b € £ istnieja roztaczne
u,v € £¢ takieze a C u, b C v.

Reprezentacja Wallmana
Dla kazdej spéjnej i normalnej kraty £ istnieje przestrzen spéjna K, taka
ze £ jest izomorficzna z pewna rodzing domknietych podzbioréw K.
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