Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna A2, 2009/10

Zadanie domowe do 17 maja 2010 - zajrzyj na strone wyktadu

Konwersatorium 12.05.2010 (zad. 862-867) Kolokwium nr 11, 19.05.2010 (do zad. 867)
Konwersatorium 19.05.2010 (zad. 883-888)

Cwiczenia 20.05.2010 (zad. 868-882) Kolokwium nr 12, 26.05.2010 (do zad. 888)
Cwiczenia 27.05.2010 (zad. 889-902) Konwersatorium 26.05.2010 (zad. 903-906)
Cwiczenia 2.06.2010 (zad. 907-916) Kolokwium nr 13, 9.06.2010 (do zad. 916)

W Srode 2.06.2010 odbedg sie zajecia czwartkowe !!!

8. Pochodne i calki - powtoérzenie, uzupetnienie.

862. Czy dla dowolnej funkeji f:R— R majacej ciaglta pochodna rzedu pierwsze-
go i takiej, ze f(0)=0, prawdziwa jest podana implikacja (zmienna x przebiega liczby
rzeczywiste spelniajace nieréwnos$é podang pod kwantyfikatorem)

a) <m¥0 f(z)> O) = <m¥0 f(z)> O)

b) (x\Zo fl@)> o) N (go flz)> o)
o (oorr=0)= (3 7o)
d) (io f(z)> O) = (xzo f(z) < O)
e) (QZO fla)> o) N (QZO f(2)> o)
0 (5, 7(0>0)= () <0)
8 (v, /@ #0)= (v, f@)#0)
h) (v f()#0 #

) (v, 70)=0) =¥, /() =0)
j (v, f@)=0)

(

) (3,/10=0) = (3, ) =0)
™) (3,/0>0)=(3,7()>0)
M (3,760>0)= (3,/6)>0)
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863. Czy funkcja f(z) =a-|z|+0b-sin|z|+c-cos|z| jest rézniczkowalna w zerze, jezeli
a)a=1,b=1,c=1

b)a=-1,b=1,c=1

c)a=1,b=—-1,c=1

d)a=1,b=1,c=-1

864. Czy prawdziwa jest nieré6wnosé

4
a) /2fdx>10
2

0
b) /Qxdx>10

—10

2
c) /2xd:p>1o
0

5
d) / 2% dz > 10

4
865. Czy podana caltka ma warto$¢ dodatnig?

1

a) /x2~\/:ﬁ8—|—1d:p
|
1

b) /x3-\/$8+1dx
22
2

c) /x5-\/:p8+1dx
a

2
d) /x7-\/x8—|—1dx
22

866. Obliczy¢ wartos¢ catki
w/3

/ cos’x dx .
0

867. Obliczy¢ catke nieoznaczona
T4+1
/ e’ + da
€3x+ez
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868. Znalez¢ najwicksza liczbe catkowita dodatniag n, dla ktorej istnieje taka liczba
rzeczywista A, ze funkcja
e —1+In(zx+1)

f(z)= "
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze i obliczy¢ f'(0) dla tych wartosci n i A.

dla x#£0

869. Wyznaczy¢ kresy zbioru

A:{/axQ—adx: a€(0,3)}

0
i okredli¢, czy nalezg one do zbioru A.

870. Funkcja f:R— R ma ciaglta pochodng rzedu pierwszego na catej prostej. Wia-
domo, ze f(0)=0, f(7)=12, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej = zachodzi
nierownosé

1< f(z)<2.

Dowies¢, ze wowczas zachodzi nieréwnosé

W miejsce kropek nalezy wpisaé konkretnag liczbe rzeczywista (niezalezng od f !!).

871. Rozstrzygnaé zbieznos¢ catki niewtasciwe;
70 P +1 p
—F— A
5 Vrd+o

w zaleznosci od parametru rzeczywistego dodatniego p.

872. Funkcja f:R— R ma ciagla pochodna rzedu pierwszego na catej prostej. Wia-
domo, ze f(0)=0, f(5) =9, a ponadto dla dowolnej liczby rzeczywistej = zachodzi

f'(x)#3.

Dowies¢, ze wowcezas zachodzi nierownosé

W miejsce kropek nalezy wpisaé konkretnag liczbe rzeczywista (niezalezna od f !!).
873. Czy podana caltka niewtasciwa jest zbiezna
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874. Czy prawdziwa jest nieré6wnosé
4
dx

) log,x

4
d
b)/ T <9
2
8

<1

log,x
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875. Obliczy¢ wartosé catki
/ 20 -7 dr
4224+ 1Te+4

876. Obliczy¢ wartos¢ granicy

I n N n N n N n I
im :
n—=o\ 3n2+ (n+1)2  3n24+(n+2)2 3n2+(n+3)2 3n2+(n+4)? 12n2

s
/xp~e$ dz

dla odpowiednio dobranej wartosci parametru rzeczywistego p € [3,8].

877. Obliczy¢ catke

878. Znalez¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja
5T _ 03T _ 9y

fz)= v’
A dla z=0

jest rézniczkowalna w zerze i obliczy¢ f'(0) dla tej wartosci A.

dla 240

879. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji
f(x) =z —2arctgz
na przedziale [0,4]. Podaé¢ punkty, w ktérych wartosci najmniejsza i najwieksza sa osia-

gane.

880. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkeji f okreslonej wzorem

T
xr)=arctg| —— | —arctgx
1) & (x +1 > &
na przedziale [0,37] oraz poda¢ punkty, w ktérych wartosci najmniejsza i najwigksza sa

osiggane.

881. Znalez¢ taka funkcje rézniczkowalna F': R\ {—2,0} — R, ze
1

F= e

oraz

lub uzasadni¢, ze taka funkcja nie istnieje.

Lista 14 - 64 - Strony 60-71



Jarostaw Wroblewski Analiza Matematyczna A2, 2009/10

882. Obliczy¢ catke

883. Obliczy¢ sume szeregu

Rozwigzanie:

Rozwazmy funkcje f dana wzorem
0 :L.3n+1

0= 1

Przedzialem zbieznosci szeregu potegowego definiujacego funkcje f jest przedziat ............

Na tym przedziale funkcja f jest ciggla, a we wnetrzu tego przedziatu mozemy roznicz-
kowaé szereg potegowy wyraz za wyrazem. Tak wiec we wnetrzu przedziatlu zbieznosci

funkcji f mamy

Zatem funkcja f jest funkcjg pierwotng powyzszej funkcji i do znalezienia wzoru definiu-
jacego funkcje f bez szeregu potegowego wystarczy obliczy¢ catke [ f/(z)dx.

Korzystajac ze wzoru

ar?+br+c
[ =
1—a3
V3 1+2z\ (b+co)njl—z| (b+c)n(x®+x+1) aln|l—2?|
=(c—0b)— -arct — — C
(c )3 arctg 7 3 + 5 3 +
dlaa=.......... b= ) C= e otrzymujemy

fla) = / FUENEE = oo 0

W celu dobrania odpowiedniej stalej catkowania C' poréwnujemy wzory (1) i (2) dla

T=...... Zgodnie ze wzorem (1)

natomiast wzér (2) daje
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Stad

Przyjmujac x=...... we wzorze (1) otrzymujemy dany w zadaniu szereg liczbowy jako

TOWINY oo Z drugiej strony wzor (3) daje

884. Obliczy¢ warto$¢ catki niewtasciwej
+o0

/ 4dx
/ 248z
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lub uzasadnié¢, ze jest rozbiezna.
885. Funkcja g: (—8,+00) zdefiniowana jest wzorem
[ (t+8)?
=[In|—F=|dt.
9(@) 0/ n((t+16)2
Funkcja f:(—8,400) zdefiniowana jest wzorem

9(z)
Fa) = . dla z#0 ‘
A dla =0

Dobra¢ A tak, aby funkcja f byla rézniczkowalna w zerze oraz obliczy¢ f'(0) dla tej

wartosci parametru A.

886. Funkcja f:R— R jest ciggta na catej prostej, a ponadto ma ciggty pochodng
rzedu pierwszego. Wiemy tez, ze
f(0)=0, f(2)=5, f(5)=9.

Dowiesé, ze istnieje taka liczba rzeczywista x, ze f'(x) jest liczba catkowita.

887. Dana jest funkcja f okreslona wzorem

f(x)=sin <39. (a—:37/lnx n 1)38>

dla z € (1,400). Dowies¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € (1,4+00) zachodzi nie-
rOwnosé

f(x)<40.

888. Funkcja f jest okreslona wzorem

f(z)=e"-cosx.

2009)

Wyprowadzié¢ wzér na f! , czyli pochodng rzedu 2009.

9. Szeregi Fouriera.

Szeregiem Fouriera funkcji f:R — R o okresie 27, catkowalnej na przedziale dtugosci

27, nagywamy szereg
o0

ap+ Y (apcosnz +b,sinnz) ,

n=1
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gdzie

A+27m
1

0= 5 / f(z)dx
A

A+27
ap=— f(x)cosnz dx

Powyzsze calki nie zaleza od wyboru dolnej granicy przedziatu catkowania.

Jezeli ponadto funkcja f jest przedziatami monotoniczna oraz dla kazdej liczby rze-

czywiste] z zachodzi réwnosé
fl@7)+ f(a™)
flay = LEIEIE),

to f jest (punktowo) suma swojego szeregu Fouriera.

Réwnosé Parsevala:

A+2m 00
/ f(x)?dz=2mai+7> (ai—l—bi)
A n=1

Wyznaczy¢ szereg Fouriera funkcji

889. f(z)=z dlaze(—mm) 890. f(z)=|z| dlaze(-%,5%)
891. f(x)=2*dlaxz € (—mm) 892. f(x)=2?dla x € (0,27)
893. f(z)=2? dlaze (—%,%) 894. f(z)= [ﬂ dla z € (0,2m)
895. f(z)=e" dlax € (0,2r) 896. f(z)=¢" dla z € (—m,m)
897. f(x)=|sinz| dla z € (0,27r) 898. f(x)=¢l*l dla 2 € (—m,m)
899. f(z)=sin3z dla z € (0,2m)
_ [sinz dla  xe€(0,7)
900. (x)_{cosx dla z € (m,2n)
B dla ze€ (O )
901. f _{ 0 dla ze€(m2m)
1 dla O0O<z<m/2
902. f(x)—{ 1 dla n/2<z<2rm
903. Obliczy¢
> 1
;n2+1
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stosujac wzor Parsevala do f(z) =e” na (0,27) oraz wstawiajac x =0 do szeregu Fouriera

tej funkcji. Poréwnaé¢ obydwa wyniki.

904. Obliczy¢
i :
n?—2

n=1

wstawiajac =0 do szeregu Fouriera funkcji f(z) = cos(zv/2) na (0,27) .

905. Obliczy¢

D

"6
n:ln

uzywajac f(x)=xz(r —|z|) na (—m,).

906. Dowies¢, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie 27/3, to w jej szeregu Fouriera

a, =0b, =0 dla n niepodzielnych przez 3.

Normag supremum funkcji f nazywamy liczbe

If1l = sup | f(z)|
z€Dy

Definicja zbiezno$ci jednostajnej ciggu funkcyjnego:
Ciag funkcji (f,,) okreslonych na wspélnej dziedzinie nazywamy zbieznym jednostaj-

nie do f, jezeli

Tim || fu— £l =0

Jezeli ciag (f,,) funkcji ciaglych jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, to f jest funkcja
ciaggla.

Jezeli ciag (f,,) funkcji majacych ciagle pochodne jest zbiezny jednostajnie do funk-
cji f, a ciag pochodnych (f}) jest zbiezny jednostajnie do funkeji g, to funkcja f jest

rézniczkowalna i przy tym f'=g.
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Szereg funkcyjny § fn 0 wyrazach bedacych funkcjami okreslonymi na wspoélnej dzie-
dzinie, nazywamy ZI;LiTeIZnym jednostajnie, jezeli ciag sum czesciowych (S,,) okreslony
wzorem

Sn=>_fr
k=1
jest zbiezny jednostajnie. Tak jak w przypadku szeregdéw liczbowych, granice ciggu sum

czesciowych nazywamy suma szeregu.

Jezeli i_ojl || frll < 400, to szereg funkcyjny i_ozl fn jest zbiezny jednostajnie.

Jezeli szereg funkcyjny ioj fn 0 wyrazach bedacych funkcjami cigglymi, jest zbiezny
jednostajnie, to jego suma gzslt funkcja ciggta.

Jezeli wyrazy jednostajnie zbieznego szeregu funkcyjnego i_ojl fn maja ciggte pochod-

(o] o
ne, a szereg > fI tez jest zbiezny jednostajnie, to suma szeregu . f, jest funkcja
n=1 n=1

rozniczkowalng oraz

0 / 00
n=1 n=1
907. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny

i sinnx
2
n:ln %_1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja ciagla.

908. Dowies¢, ze szereg trygonometryczny

i sinnz
3
nc+ 1

jest zbiezny, a jego suma jest funkcja rézniczkowalng i ma ciggta pochodng.

W zadaniach 909-911 zaktadamy, ze funkcja f jest na tyle regularna, ze nie ma
problemu z obliczeniem wspotczynnikéw jej szeregu Fouriera, a przy tym f jest suma

swojego szeregu Fouriera.

T
909. Dowiesc, ze jesli f jest funkcja okresowg o okresie > to w jej szeregu Fouriera

a, =b, =0 dla n niepodzielnych przez 4.

2
910. Dowies¢, ze jesli f jest funkcja okresowa o okresie = to w jej szeregu Fouriera

a, =0b, =0 dla n niepodzielnych przez 5.
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911. Dana jest funkcja f:R— R okresowa o okresie 2w. Dowies$¢, ze f spelnia dla

kazdego x € R réwnosc¢

wtedy 1 tylko Wtedy, Ay .ooeeeeii e

<<< poda¢ warunek w jezyku wspotczynnikow szeregu Fouriera funkeji f >>>

912. Rozwinaé¢ w szereg Fouriera funkcje f okreslona wzorem

f(z) =sin’x-cosbx-cosTzx .

913. Rozwina¢ w szereg Fouriera funkcje f okreslona wzorem
f(z)=sin®x.

914. Obliczy¢ catke oznaczona
227 /7

/ COSlOJZ' .

8 /7
915. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f:R — R, ze dla dowolnego x € R pochodna
szostego rzedu dana jest wzorem

fO(z)=sin’z .

916. Wyprowadzi¢ wzor na sume

>, COSNT
L

Zadanie dodatkowe. Zdoby¢ jakikolwiek sensowny program komputerowy rysujacy
wykresy funkcji. Narysowaé wykresy funkeji z wybranych kilku zadan sposrod 889-905
(lub funkcji, ktore pojawily sie na wykltadzie) oraz wykresy kilku poczatkowych sum
czesciowych ich szeregéw Fouriera.

Przy okazji zrobi¢ to samo z sumami poczatkowymi szeregu MacLaurina (Taylora w
zerze) funkcji okreslonych wzorami sinz, Inz, e* i paru innych.

W przypadku trudnosci ze zdobyciem programu postaraé sie zdoby¢ wzgledy osoby,
ktora program zdobyta.

Zadanie domowe do 17 maja 2010 - zajrzyj na strone wyktadu
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