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Liczby rzeczywiste, liczby wymierne i niewymierne.

Wyktlad: zad. 41-43 Konwersatorium 15.10.2009: zad. 39-40
Cwiczenia 14.10.2009: zad. 50-59 Kolokwium nr 2, 20.10.2009: material z zad. 1-59

41. Dowies¢, ze nie istnieje liczba wymierna dodatnia, ktérej kwadrat jest rowny 2.

42. Czy liczba 0,(9) =0,999999... jest wymierna czy niewymierna?

43. Niech
r=1+4+3+9+27+81+243+...
Woéwcezas
r=143-14+3-3+3-9+3-27+3-81+3-243+... =
=14+3-(143+9+274+81+243+...)=1+3z,
skad z=—1/2.

Jak to mozliwe, ze suma liczb catkowitych dodatnich jest ujemna i niecatkowita?

Zadania 44-48 to proste zadanka rachunkowe. Na ¢wiczeniach prawdopodobnie wy-
starczy tylko poréwna¢ wyniki.

44. Przedstawi¢ liczbe 0,123(45) w postaci utamka zwyktego.
45. Przedstawi¢ liczbe 0,1(270) w postaci utamka zwyktego.
Obliczy¢ podajac wynik w postaci utamka zwyktego

46. \/0,(4)+ /3,374(9)

47. (0,2(9)+1,(09))-12,(2)

48. (0,(037))%3)

Przyktad 49. Dowies¢, ze liczba log,3 jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze liczba log,3 jest wymierna i niech m/n
bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest to
liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno

m
logy3=—
089 "
om/m — 3
2m=3".

Ta ostatnia rownos¢ nie jest jednak mozliwa, gdyz liczba 2™ jest parzysta, a liczba 3™
nieparzysta. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze liczba log,3 nie jest liczba wymierna.

50. Dowies¢, ze liczba log;,18 jest niewymierna.

51. Dowies¢, ze liczba /15 jest niewymierna.
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52. Dowiesé, ze liczba v/2+1/3 jest niewymierna.
53. Dowies¢, ze liczba /log,25 jest niewymierna.
54. Dowiesé, ze liczba v/2+ /3 jest niewymierna.

55. Rozstrzygnac, czy liczba log,3+1log,b jest wymierna, czy niewymierna.
56. Dowiesé, ze liczba \/v/7— /5 jest niewymierna.

OszusTwo  57.
ZADANIE: Dowiesé, ze liczba \/3 — /8 — /2 jest niewymierna.
Rozwigzanie I:

Liczba —+/2 jest niewymierna. Takze liczba \/3 — /8 jest niewymierna, bo gdyby byta
wymierna, to jej kwadrat 3—+/8 tez bylby liczba wymierna, a nie jest. Zatem liczba

V3 —v/8—1/2 jest niewymierna jako suma liczb niewymiernych.
Rozwigzanie I1:

Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Zatézmy, ze liczba /3 —v/8 — /2 jest wymierna

1 oznaczmy ja przez w. Wtedy
w:\/3—\/§—\/§
w+v2=13-V8

w? +2V2w+2=3-2v2
2V2(w+1)+ (w—1)(w+1) =0
Dzielac ostatnig rownosé przez w+ 1 otrzymujemy
2V2+w—1=0,
co stanowi sprzecznos¢ z zatozeniem wymiernosci liczby w, gdyz lewa strona réwnosci

jest liczbg niewymierng i nie moze by¢ réwna 0.
Czy powyzsze rozwigzania sa poprawne?

58. Dowiesé, ze nie istnieje liczba wymierna ¢ spetniajaca réwnosé
q’=5.

59. Chcemy zlokalizowaé potozenie wzgledem liczb wymiernych, liczby rzeczywistej
q > 1 spelniajacej rownanie z poprzedniego zadania. Dla dowolnej liczby wymiernej po-
staci m/n, gdzie m jest liczba catkowita, a n liczba naturalna, zapisa¢ warunki m/n < ¢
oraz m/n > q uzywajac tylko liczb m, n, dziatai na liczbach catkowitych, znakéw nie-
rownosci i ewentualnie symboli logicznych.

Wykorzystaé¢ te warunki do poréwnania liczby ¢ z liczbami 5/2 oraz 25/12 (bez uzycia
kalkulatora, korzystajac z nieréwnosci typu: 25 <27, 125 < 128).
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