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Uwaga: Zakres materiatu podawany na liScie zadan, to material, ktérego bieglego
opanowania oczekuje na kolokwium. Oznacza to, ze zdecydowana wiekszosé¢ zadan bedzie
dotyczy¢ tego materiatu i na ogot bedzie punktowana standardowo. Mozna by rzec, ze sa
to zadania, ktoérych umiejetnosci rozwigzania oczekuje od wszystkich. Zadan tych pojawi
sie na tyle duzo, aby na ich podstawie mozna byto ze sporym zapasem uzyskac zaliczenie.

Czasami beda si¢ jednak pojawiac tez zadania wykraczajace poza te ramy. Te zadania
beda adresowane do lepszych studentéw. Zadania te beda punktowane wyzej. Wymagac
one beda wykazania sie rzeczami dodatkowymi, drobnymi lub troche grubszymi. Te do-
datkowe rzeczy to moga by¢ np.:

e zapamictanie czegos z wyktadu,

e wymyslenie samemu czegos, co nie pojawiato si¢ na wyktadzie ani w zadaniach na
lidcie,

e opanowanie zadan, ktére nie byly jeszcze omawiane na ¢wiczeniach, ale ktére maja
oparcie w przyktadach z wyktadu.

Na ostatnim kolokwium zadanie nr 6 jest w zasadzie do$¢ standardowe, jezeli si¢
zalozy, ze ten material zostal wczesniej oméwiony na éwiczeniach. Gdyby pojawito sie
ono tydzien po6zniej, powinno by¢ warte 5 punktow. Poniewaz jednak pojawito si¢ ono
z zaskoczenia, punktacja za nie zostata podwyzszona, natomiast zadanie 5 bylo zupet-
nie standardowe, aby da¢ szans¢ zdobycia punktéw studentom stabszym - wystarczyto
powtorzy¢ rozwigzanie zadania z listy z drobnymi zmianami.

Przyktady z wyktadéw 13,15,20.10.2009

95. Dla liczby wymiernej dodatniej ¢ =m/n, gdzie m,n € N, zapisa¢ warunek
log,3 < q. Wykorzystaé¢ tez warunek do poréwnania log,3 z liczbami 3/2, 5/3 oraz 8/5.

96. Oszacowac liczbe 1000! od gory i dotu przez potegi dziesigtki.

97. Oszacowaé od gory i dotu wyrazenie
Vn+l4+vVn+2+vVn+3+...+vn.

98. Dowies¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n> ............ zachodzi nier6wnos¢
n?<2".
W miejsce kropek wstawi¢ liczbe, dla ktorej udaje sie tatwo zredagowaé¢ dowod.

99. To samo dla nieréwnosci
nt<2m.
100. To samo dla nieréwnosci
n® <",
Zastanowi¢ sie nad modyfikacja dowodu tak, aby zmniejszy¢ liczbe wpisang w miejsce
kropek.
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101. Wskazac liczbe naturalng n > 1 spetniajaca nieréwnoscé

nlOOO <o

Oszacowaé podane wyrazenia od gory i od dotu (n € N) przez wyrazenia rézniace sie
staltym czynnikiem dodatnim (o ile nie podano inaczej)

nt4+2nd4+n+7 5n% —2n+3 nvn+4+5
102. 103, ———
Ant4n2415 6n% —4n2+1 Vnd+4+1
2" 4+ 10n2 241 2492 2 V202 !
105, 21000 g, VREEIAVRIR2E VRIS F V2R
2n 4 pnt 2n+5 nl4 107

né+5n+4 1 VnT+94+6

108. ———— 09. ¥F——=—
2n3 —n2+7 Vnt+15+8
110 Vn+14+vn+24+vn+3+...+V64n
M I+ Y24+ I3+ +V64n
111. o] (tylko od gory, z €R)
62" —5x5+7
112, ——— 0
S5x7—2x4+3 (z€ (0, +00))
5 4 1
113. m (szacowanie postaci g+ C'/n)
114 ! + ! + ! +...+ !
"n+1 n+2 n+3 7 2n
115. n;j— ] + n212 + 73 +...+ ﬁ (szacowanie postaci g+ C'/n)
vn . :
116. szacowanie postaci g+C'/n
\/n—-i-l ( p g / )
117. Oszacowaé /n.
Ciagi.
Cwiczenia 4.11.2009: zad. 118-153 Kolokwium nr 5, 10.11.2009: materiat z zad. 1-153
Konwersatorium: zad. 154-169 Kolokwium nr 6, 17.11.2009: materiat z zad. 1-169

Troche teorii

DEFINICJA: Ciag (a,) jest zbiezny do granicy g wtedy i tylko wtedy, gdy
Y 3IV |la,—g|<e.

e>0Nn>N
Piszemy nhrgo an=4g.
Ciag (an) jest rozbiezny do +oo wtedy i tylko wtedy, gdy
V3V a,>M.

MNn>2N

Piszemy lim a,, = +o00.
n—oo
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Ciag (ay) jest rozbiezny do —oo wtedy i tylko wtedy, gdy

V3 Vv a,<M.
MNn>N
Piszemy lim a,, = —o0.
n—oo
TWIERDZENIA:

1. CIAG ZBIEZNY MA TYLKO JEDNA GRANICE.

2. GRANICA SUMY JEST SUMA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a,+b,) jest zbiezny i
lim (a,+b,)= lim a, + lim b, .

n—o0

3. GRANICA ROZNICY JEST ROZNICA GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,) i (b,) sa zbiezne, to ciag (a, —b,) jest zbiezny i

lim (a, —b,)= lim a, — lim b, .
n—oo n—oo n—oo

4. GRANICA ILOCZYNU JEST ILOCZYNEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (by,) sa zbiezne, to ciag (a,b,) jest zbiezny i
nlirgo(anbn) :Jir{}oan-gir&bn )
5. GRANICA ILORAZU JEST ILORAZEM GRANIC.
Doktadniej, jesli ciagi (ay,) 1 (by,) sa zbiezne, przy czym b, # 0 oraz nh_)ngobn #£0, to ciag
(§2) jest zbiezny i
a, lim a,

lim —="">—,
n—oo b, lim b,
n—oo

6. ZBIEZNOSC 1 GRANICA NIE ZALEZA OD POMINIECIA LUB ZMIANY SKONCZENIE
WIELU POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU.

7. SLABE NIEROWNOSCI ZACHOWUJA SIE PRZY PRZEJSCIU DO GRANICY.

Doktadniej, jesli ciagi (a,,) i (b,) sa zbiezne, przy czym a, < b, (odpowiednio a,, > b,),
to lim a, < lim b, (odpowiednio lim a, > lim b,).

n—oo n—oo n—oo n—oo

8. KILKA PODSTAWOWYCH GRANIC.

lim n =400

n—oo

lim 1+ =0

n—oo M

lima=a

n.—>oo

lim a" =+o0o0 dlaa>1
n“’OO

lim ¢ =0dla |a| <1
n—oo

lim (—1)" nie istnieje nawet w sensie granicy niewlasciwej

n—oo
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lim Ya=1dlaa>0

n—oo

lim Y/n=1

n—oo

9. Z GRANICA MOZNA WCHODZIC POD PIERWIASTEK.
Doktadniej, jesli ciag (a,,) jest zbiezny, przy czym a, >0, to dla k€N

nlirgo ¥a, = ,k/nlirgo Ay, .
10. TWIERDZENIE O TRZECH CIAGACH.
Jezeli ciagi (ay), (by), (c,) spelniaja warunek
an, <b, <cy,
oraz ciagi (a,) i (c,) sa zbiezne do tej samej granicy g, to ciag (b,) tez jest zbiezny i jego

granicg jest g.

11. KRYTERIUM D’ ALEMBERTA.
Jezeli (ay,,) jest ciagiem o wyrazach niezerowych oraz istnieje granica

a
lim || = g<1l,
n—oo an
to ciag (a,) jest zbiezny do zera.
Jezeli istnieje granica
. Qp41 -
A, | T

to ciag (a,) jest rozbiezny, a ciag (|a,|) jest rozbiezny do +oc.

Uwaga: Podstawowym zastosowaniem kryterium d’Alemberta jest badanie zbieznosci
szeregow, ale podana wyzej wersja stosuje sie do badania zbieznosci ciggéw. O szeregach
bedzie mowa za kilka tygodni.

Powyzsze wlasnosci zachowuja sie w przypadku ciggéw majacych granice
niewlasciwe (tzn. rozbieznych do +o0), o ile nie prowadzi to do wyrazen
nieoznaczonych.

12. SZTUCZKI OPARTE NA WZORACH SKROCONEGO MNOZENIA.

)
VIS T

3 — 31— r—Y
\/_ \/g 3/—I2+W+W
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Zadania

Wyjaénié dlaczego ponizej sa same BZDURY::
118. lim + = lim % lim /n=0- lim \/_ 0

n—oo \f n—ooM n—oo
119. JI_)HgO(\/n—F - \/ﬁ) = lim v/n+1- lim /n=00—00=0
—1 dla n nieparzystych
1 dla n parzystych
121. hm% k- hm— k-0=0

k—o0

120. lim (—1)n:{

n—oo

Zbadaé zbieznosé ciagu (a,) okreslonego podanym wzorem; obliczy¢ granice ciggdw
zbieznych, rozstrzygnaé¢ czy ciagi rozbiezne maja granice niewtasciwa

1 An?+3 V/n? 5n®+n?—6
122, 123,97~ 124, TN qo5 VAN g9 2 TR0
n+7 n n+1 n+2 3nt+7
“yp?o 54n?— 1-243-445-6+..—2
197, on*+n*—06 198. on’+n*—6 129. +3—4+5-6+ n
3nt+7 3nt+7 nZ+2
142444420 NoES 7
130, LE2HAT A2y 0 gy c1yn 133, YELEVR)
14+3+9+...4+3" 1++/n n3(14+7vn+2)
14+2+43+.. 304+31432433 4 43" NS
134, Oy gy O S HOTHTH S gy VOITS gar iy
2 3 VI

138. Vn2 139. Un+17 140. Vn2+3n—n 141. n(vn2+7—n)

7 V9 1" 1
pa, PEWRVRPVOREL DT L
11n34+7Tn+3 n (24 (=1)™)"
_ | 2 1 2 2 2 2
145. anz{( Dol dlan<100 o notl w2 w43, 0t
2n+ dla n > 100 nd+1 n3+2 n3+3 n3+n
1 1 1 1 n’ 10™ n!
147. — 148. — 149. — 150. —
712—i_712—i—1+712—1—2+ +(n+1)2 ™ n! n??
151, YA g VRELZVR g, VRHlon
ERVAREE) NS | n+7—yn " (Vn?+n+1-n)?

154. Ciag (a,) spetnia warunek

vV |a,—100] < 10.
n>1000

Czy stad wynika, ze

a) ciag (a,) jest zbiezny,

b) ciag (a,) jest rozbiezny,

c) kazdy wyraz ciagu (a,) jest dodatni,

d) ciag (a,) ma co najmniej jeden wyraz dodatni,

e) od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sa dodatnie,
£) ages < TTTTTTT,

g) ain > 88,
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h) VvV |a,—100/<1,
n>1729

i) vV |a,—100/ <17,
n>345

)Y lan—99] <13,
n>5555

k) ciag (a,) jest ograniczony,

D) 3 |a,—95| <37,
n>444

m) 3 |a,—80|<37,
n>1444

n) 3 |a,—95 <37,
n<a44

o) 3 Ja,—80]<37,

n<4444
p)nv1 ;I a, >0,
Q) V. lan—66]>12,
n>1331

r) Vv Vo an—an| <7,
m>1234 n>5678

S) \) \ ’an_am‘<177
m>1234 n>5678

t) A Y ‘an_am|<277
m>123 n>45678

11) v v ’an_@m‘<377
m>1234 n>5678

V) B 3 |an - aml <3 )
m<123 n<456

w) |V Vo an+an] <210,
m>12345 n>67890

X) VY Vo an+an| <222,
m>1296 n>7776

y) Vv Vo |an+am| > 128,
m>1024 n>8192

z) 3 a,<92,
z) 3 a,>91.

155. Dany jest taki ciag (a,), ze

e>0 n>5/e

Poda¢ granice ciagu (ay,).

Wskazaé taka liczbe M, ze V|a,| < M.

Wskazaé¢ takg liczbe N, ze V a, > 6.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V a, <7,01.
n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V |a,—8|>1/3.
n>N

156. Dany jest taki ciag (b,), ze

. Vo b2 <e.

e>0 n>10/e
Podaé granice ciagu (b,).
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Wskazaé taka liczbe M, ze V|b,| < M.
Wskazaé taka liczbe N, ze V b, <0.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze V b, > —3.

n>N

Wskazaé taka liczbe N, ze VY |b,—2|>1/10.
n>N

157. Niech ¢, =a,+b,, gdzie (a,) i (b,) sa ciagami z poprzednich dwéch zadan.
Dowies¢, ze wowezas ciag (c,,) jest zbiezny, gdyz

e>0 N /e

W miejscu kropek powinna si¢ znalezé odpowiednio dobrana liczba.

158. Niech d,, = a,, - b, gdzie (a,) i (b,) sa jak poprzednio. Dowies¢, ze wowezas ciag
(dy,) jest zbiezny, gdyz
\ \ |d, +14|<e .

e>0 Mt eeineeninns

W miejscu kropek powinno si¢ znalez¢ odpowiednio dobrane wyrazenie zalezne od €.

159. Niech e, =2a,, + 3b,. Dowie$¢, ze wowczas ciag (e,,) jest zbiezny, gdyz
\4 Voo fen— |<e.

e>0 N /e

W miejscu kropek powinny sie znalez¢ odpowiednio dobrane liczby.

PRAWDA CZY FALSZ?
160. Jezeli ciagi (a,) i (b,) sa rozbiezne, to ciag (a, +b,) jest rozbiezny.
161. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,+by,) jest rozbiezny.
162. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, a ciag (b,) rozbiezny, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

163. Jezeli ciag (a,) jest zbiezny, ciag (b,) rozbiezny, a ponadto obydwa ciagi maja tylko
wyrazy dodatnie, to ciag (a,b,) jest rozbiezny.

164. Jezeli (a,) jest ciagiem zbieznym o wyrazach dodatnich, to jego granica jest liczba
dodatnia.

165. Jezeli 2 — 1 to a, — 1.
an 2 2

166. Jezeli ciag (a"—:l) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

a

167. Jezeli ciag (a2) jest zbiezny, to ciag (a,) jest zbiezny.

168. Jezeli wsréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy dodanie jak i ujemne,
to ciag (a,) jest rozbiezny.

169. Jezeli wéréd wyrazéw ciagu (a,) wystepuja zaréwno wyrazy mniejsze od 1 jak i
wigksze od 3, to ciag (a,) jest rozbiezny.
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