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Kresy zbiorow.

Cwiczenia 18.11.2009': zad. 170-202 Kolokwium nr 7, 24.11.2009: material z zad. 1-220

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z gory, jezeli

3 V z<M.
MeR zeZ

Kazda liczbe rzeczywista M € R speliajaca warunek
VY <M

r€Z
nazywamy ograniczeniem gornym zbioru Z.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym z dotu, jezeli

3 VvV z>2M.
MeR ze€Z

Kazda liczbe rzeczywistag M € R spetniajacg warunek
Y x>M

r€Z
nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru Z.

Definicja: Zbiér Z C R nazywamy ograniczonym, jezeli jest jednocze$nie ograniczony
z dotu i z gory.

Definicja: Jezeli niepusty zbiér Z CR jest ograniczony z gory, to kresem goérnym
zbioru Z nazywamy jego najmniejsze ograniczenie gorne i stosujemy oznaczenie sup 2.
Istnienie takiego najmniejszego ograniczenia wynika z zasady ciagtosci Dedekinda. Jezeli
zbiér Z jest nieograniczony z gory, przyjmujemy sup/Z =+oco. Ponadto przyjmujemy
sup() = —oco. Analogicznie okre§lamy kres dolny zbioru, oznaczany przez inf Z.

Whiosek: Jezeli niepusty zbiér Z C R jest ograniczony z gory, to liczba G jest jego
kresem gérnym wtedy i tylko wtedy, gdy

vV <G
reZ
oraz
v 3 x2>G—¢.
e>0 xzeZ
Zadania.

Wyznaczy¢ kres gorny i dolny nastepujacych zbiorow. Zbadaé, czy podane zbiory

zawieraja swoje kresy:
170. {JJERZ T <2} 171. { —: neN
n!

W grupach, w ktérych odbywaja sie éwiczenia w poniedzialek 16 listopada, przeznaczyé¢ na omé-
wienie listy takze dodatkowe ¢wiczenia poniedziatkowe.
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1
172. {—n: m,nEN} 173. {xGR: x4>5}
m n+1
2 2 k
174. meEn :mmneN, m<n 175. L:m,n,keN
2mn m34n3 + k3

Niech A i B beda niepustymi ograniczonymi zbiorami liczb rzeczywistych.
Niech a; =infA | ay =supA , by =infB , by =supB. Co mozna powiedzie¢ o nastepujacych
kresach:
176. inf{—a: a€ A} 177. sup{a®: a€ A} 178. inf{a?: ac A}
179. sup{a—b: a€ A, be B} 180. sup{ab: a€ A, be B}
181. inf{ab: a€ A, be B}

182. Zbiory A i B sa niepuste i ograniczone. Zbiér B jest skoniczony i wszystkie jego
elementy s rézne od 0. Czy zbiér {§: a€ A, be B} musi by¢ ograniczony? Odpowiedz

uzasadnié.

183. A jest takim niepustym zbiorem ograniczonym liczb rzeczywistych, ze
infA =—3, supA =2. Jakie wartosci moga przyjmowaé kresy zbioru {|a|: a € A} ? Od-

powiedz uzasadni¢ przyktadem lub dowodem.

184. Poda¢ przyktad takich zbiorow A, B, ze infA =2, supA="7, infB =3, supB = 10,
inf(ANB) =4, sup(ANB)=6, ANN=BNN=1.

Niepotrzebne skreslic.

W kazdej parze ramek tylko jedna zawiera sensowne uzupelnienie tekstu matematycznego.

TWIERDZENIE 185. Niech A i B beda niepustymi zbiorami ograniczonymi. Niech
C={a—b: ac ANbe B}. Wtedy infC = [infA —supB|supB —infA| .

Dowdd:

Niech d=infA i g =supB. Wtedy z warunku d =infA wynika, ze

1 <d|a>
M) 2 le<d[e>d]
oraz
(2) v]3|[v]3]la<dtela>d—¢].
e>0]e>0| l[acAlacA

Podobnie z warunku g =supB wynika

(3) ENRYIEY

beB|beB
oraz
(4) VI3l v]3lb<grelb>g—¢].
e>0|c>0 [beB|bEB

Chcemy wykazac, ze infC' = e, gdzie e=d—g|g—d|, czyli, ze
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(5)

oraz

(6)

ceC|ceC

c<elcze

\AE

e>0]e>0

V|3 |[c<ete|c>e—¢].

ceC|ceC

(W dowodzie warunku (5) skorzystamy z (1) i (3).]
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| Zakladajac (5) wykazemy prawdziwos¢ warunkow (1) i (3).]

’Dowolnallstnieje‘ liczba ce C bedaca| postaci c=a—b, gdzie a€c A i beB. Z

nieréwnosci ’a < d|a > d‘ i ’b<g|b> g‘ otrzymujemy

la—b<ela—b>e|, co dowodzi (5).

’ZaléZmylWykaZemy‘ teraz prawdziwosé warunku (6).

\Niech ¢ bedzie dowolng liczba dodatnig. Wtedy\

’Znajdziemy taka liczbe dodatnia ¢, dla kt()rej‘

istnieje a € A takie, ze ’a>d—s|a<d+%‘ oraz b € B takie, ze

]b<g+5|b>g

. Zatem liczba ¢ =a — b spetnia nieré6wnos¢

, co konezy dowdd warunku (6).

Wyznaczy¢ kres gorny i dolny nastepujacych zbiorow. Zbadaé, czy podane zbiory

zawierajg swoje kresy:

186. {:ﬂ
188.

190.
192.

194.

196.

198.

200.

202.
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n 1 2\?
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2009
n
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:nEN}

) neNAn<
(

2009}

VnZ+n—n: nEN} 193.{“— %:m,neN}

mnEN} 197. {

—3m: mnEN} 195. {

m? 4 4n?
mn

mn
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: m,neN}

m,nGN}
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Konwersatorium 19.11.2009

Przeczytaj ponizsze warunki. Ktére z nich sg réwnowazne temu, ze g =supA ?

203. (v a< >/\(V 3 a<g—|—6>
a€A e>0acA

204. (v a<g>/\(‘v’ 3 |la— g\<€)
a€A e>0acA

205. ( \ a<g)/\(v 3 a>g—2&?>
a€A e>0acA

206.(‘v’a<g>/\(v Ja>g— )
acA e>0acA

207.( g>/\<‘v’ 3a>g—i>
aeA neNacA

208.( g>/\<‘v’ 3 n?( )<i>
aeA neNacA

209.(Va<g>/\< 2<5>
a€A 8>0a€A

210. ( g> A\ ( g)?*< 5)
aEA €>Oa€A

211.( g)/\(v E|a>€>
aGA e<gacA

212.( g>/\(v Ja>g— 5>
aEA e<gacA

213.( g>/\( V Ja>g-— €>
aEA 0<e<lacA

214.( g)/\(v Ja>g— 5)
aGA e>0acA

215. ( g> A\ < YV Ja= )
aEA e20a€cA

216. ( g>/\< 3 a>g—€>
aEA e20acA

217. ( g)/\(v 3b>9+“>
aGA a€AbeA

218.( g)/\( ) (v 3b>9+“)
aeA aeA a€AbEA

219.(EIa 0) ( <> (v 3b>g+a)
a€A acAbeA

220. ( 3 a<g>/\(‘v’ 3 a>g—5>
acA e>0acA
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