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Szeregi liczbowe (c.d.).

Obliczyé sume szeregu

286. Z Q‘"H ()1)” 287.;@21)!

Wyznaczy¢ kresy zbioréw

288. {i(-é)n NEN} 289. {éw(—;)n; M,NEN/\M<N}
290. {7224(_;)71: MEN}

Funkcje. Granica i cigglosc¢.

Uwaga: Zapis sgn(x) oznacza znak liczby x:
sgn(z)=1dlaz>0

sgn(z)=0dlaz=0

sgn(z)=—1dlaz<0

Uwaga: Zapis {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x.

{z} =2 —[z], gdzie [z] oznacza czesé catkowita liczby x.

Naszkicowa¢ wykres funkcji f danej wzorem

291. sgn(sinz) 292. {z}—({z})?

0 dla z <0
T dla 0<z<1
293. f(x)= —2?+4r—2 dla 1<z<3
4—x dla >3
B x dla z#2 zt—1
294. f(l’)— {Sgn(.ﬁlj‘) dla 1'22 295. x2_1 296. @
297. sgn(a®—x) 298. a’sgn(z) 299. |[z+1] 1|

302. f(z)=2*+z+2— |22 —x—2| 303. f(x)={cosx}

gn(
300. (:v):|x2—1|—|x2—4| 301. f(x)=|2?—8z+15]
)
304. f(z)=[2arctgz] 305. f(z)=2{sinz}—{2sinz}
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306. f(z)=[z]+x B807. f(z)={z}+x 308. f(x)=|[|z—1]
Obliczy¢ nastepujace granice:

1 8
309. i@(x_7—x2_6x_7) 310. limasing  311. lime "/
3/7 — 92 ~3 2_6r45
312. lim V" 313. lim 314. lim & 0¥
x—8 1 —8 z—3 1+ 2 z—5 xr—25
1 3 22008 _ 1 8r3—1
15. i _ 16. lim——  317. lim —
315 $I—>H%<1—:c 1—x3> 316 ol 10 -1 317 zirlr}26x2—5.l'+1
3432249 — —1)/2=
318, lim LT 20 g p TV aog i BT DV2—
——2 12—1—6 a—0 /T z—1 r2—1
T —A\/T €T €T Inz
321. lim —Y~ 322. lim —— 323. lim —— 324. lim ——
i N e Z 1 e 1 =0+ 1+ Inz
525. oy 326 oy 32 Imsn

328. Dla ktorych wartosci parametrow a, b funkcja f okreslona wzorem

ar+b dla r<l1
flx)= 2* dla 1<x<?2
ar—>b dla 2<x

jest ciagta? Naszkicowaé wykres funkcji f dla kazdej pary parametrow (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciggta.

329. Dla ktorych wartosci parametrow a, b funkcja f okreslona wzorem

T dla r<l1
flx)= 2 +ar+b dla 1<z<?2
x+3 dla 2<z

jest ciagta? Naszkicowaé wykres funkcji f dla kazdej pary parametréow (a,b), dla ktérych
funkcja f jest ciggla.

Konwersatorium 10,17.12.2009, 7.01.2010 (do zad. 347)

Do podanych f, xy i € dobra¢ takie d, aby
: |f (@) = flxo)| <e

€ (z0—06,80+0
330. f(x)=2x, zo=5,e=1/10 331. f(x)=1/x, xg=4,e=1/100
332. f(r)=12% 29=1,e=1/50 333. f(z)=13 2=0, e=1/1000
334. f(z)=+/, 10=30,e=1/10 335. f(x)=1x" 29=10,e=10"1

OszusTwo 336. (przyklad funkcji nieciaglej): Funkcja f(z) = z? jest nieciagta.
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Dowdd: Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zaktadajac, ze funkcja f jest ciggla, wez-
my w definicji Cauchy’ego ciggtosci e = 1. Wtedy istnieje takie § >0, ze dla y spelniaja-
cych nieréwnosé |y — x| < zachodzi |22 —y?| < 1.

Jednak ta ostatnia nier6wnos$¢ nie zawsze jest prawdziwa, gdyz dla x> % iy= x+g

otrzymujemy |z% —1y?| =z + % > 1.

OszusTtwo 337. (przyktad funkeji ciagtej): Funkcja

sint dla z#£0
f(:r;)—{ 0 dlaz=0

jest ciagta.
Dowdd: Oczywiscie f jest ciagta w kazdym punkcie oprocz 0, pozostaje wiec wykazaé

ciagtos¢ w 0. Przeprowadzimy dowod niewprost. Zaktadajac, ze f jest nieciagta w 0, wez-

my €= % Wtedy istnieje takie § >0, ze dla x spelniajacych nieréwnosé |z| < ¢ zachodzi
|[f(z)—0]>3.
Ale biorac x = #, gdzie n > %, otrzymujemy f(z)=01 |z|<d. Zatem

| f(x) —0] =0 < 3, skad sprzecznosé.
O

Wskazaé taka liczbe M, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi nierownosé

|f(z)| <M.
20t + 1322+ 7 Sxt4+ %42 .
338. == = _  339. = = = 340. — ¢Sin®
I =~ e )= S 37 flo)=e
T $1000

Oszustw0343. Niech f,g:[0,1] — [0,1] beda takimi funkcjami ciagtymi, ze f(0) =5,
f(1)=17,9(0)=8, g(1) =4. Wtedy istnieje takie c€ (0,1) , ze f(c)=g(c).

Dowad: 7 wtasnosci Darboux funkcji cigglych zastosowanej do funkcji f wynika, ze
dla pewnego c € (0,1) mamy f(c)=6. Podobnie, stosujac whasnosé¢ Darboux do funkcji
g otrzymujemy g(c) =6. A zatem

f(e)=g(c) , co nalezato dowies¢.
O

Wskazaé¢ btad w powyzszym rozumowaniu i podaé¢ poprawny dowdod.

344. Dowies¢, ze rownanie

% 2= (1,000001)
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ma co najmniej jedno rozwiazanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢ moze niepo-

trzebnie duzy) przedzial, w ktérym znajduje sie rozwiazanie.

345. Dla ktorych liczb
n € {2, 4, 10,20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10°, 10'°, 10*, 10", 10"}
wykres funkcji
flz)=2"
przecina wykres funkcji
glx)=a"+4,

jezeli za jednostke na osiach przyjmiemy 1 cm. Przyjaé¢ promien wszech$wiata rowny
10%® cm. Punkty przeciecia wykreséw lezace w innych wszech§wiatach nas nie interesuja.

Jak zmieni sie odpowiedz, gdy wykonamy rysunek biorac za jednostke na osiach sred-

nice atomu (107® cm) lub érednice jadra atomowego (10713 c¢m)?

346. Dowiesc¢, ze réGwnanie

2 = 2572 cosx
ma co najmniej 10 rozwiazan rzeczywistych.

347. Dowie$¢, ze rOwnanie

22 =2572 - cos <x3>
ma wiecej niz 1000 rozwigzan rzeczywistych.

Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okreslonej wzorem
3
x°+1

348. f(x)zvfﬁ2+fc+1+g 349. f(z) = V23 +22  350. f(:v)zmﬂuﬂ
e s
351. f(x)=log, (2" +8)

Do podanych f, xy i € dobraé¢ takie k € N (dowolne, nie musi by¢ najmniejsze), aby

przy 6 = 107" speliony byt warunek
|f(z) = flzo)| <e

€ (z0—0,00+0)
352. f(z)=2" 20=2,e=1/10 353. f(z)=2'" 2y=5,e=10"1°
354. f(z) =" 2,=10, e=10'"" (tak, do plus setnej)
355. f(x) =210 2o=1111,e=10"°
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Twierdzenie o trzech funkcjach: Jezeli funkcje f, g, h sa okreslone w otoczeniu

punktu xy € [—00,+00] (moga nie by¢ okreslone w samym zg), a przy tym
f() < 9(x) < h(z)
dla x bliskich xg, to z istnienia i rownosci granic funkcji f oraz h w punkcie xy wynika

lim g(z) = mlirglof(z) = lim h(z).

T—T0 T—To

To samo stosuje sie do granic jednostronnych.

Obliczy¢ granice
] sin (171000)
356. lim

T—+00 \/5

Korzystajac ze zbieznosci

357. hI%I' {1/x1000} (uwaga: cze$¢ utamkowa)

1\%
lim (1 + ) =e
T—+00 €T

obliczy¢
x4 1 V722 +5z+1
358. lim (1+> 359. lim (1+)
r—+00 €x r—+00 €x

gttt . 1\ V" . 1\*

1\ f(@)
363. lim <l—|—> , gdzie lir}rfl flx)=2
T T——400

r— 400

T——+00 r—-+00

(z+1)* 1 (z+1)=+1
364. lim (1+) 365. lim <1+)
T* T
Dla podanej funkcji f wyprowadzi¢ oszacowanie postaci
|f (@) = fl@o)| <C-6
prawdziwe dla dowolnego § >0 oraz dowolnych z, xy € D spetniajacych warunek

|z —xo| <. W czterech zadaniach C' jest liczba rzeczywista dodatnia, w jednym wyra-

zeniem zaleznym od xg.
366. f(z)=+/z, Dy =[1,+00)

367. f(r)=v22+1, Dy=R
1

o241
369. f(z)=a% D;=R

368. f(z) D;=R

370. f(z)=13 D;=[-10,5]
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