
Algebra IR - Lista 10

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech R i S b¦d¡ pier±cieniami przemiennymi z 1.

1. Zaªó»my, »e R jest pier±cieniem Boole'a, czyli »e dla ka»dego r ∈ R zachodzi r2 = r.

(a) Udowodni¢, »e dla ka»dego r ∈ R zachodzi r + r = 0.

(b) Dla dowolnego zbioru A znale¹¢ struktur¦ pier±cienia Boole'a na zbiorze wszystkich pod-
zbiorów A.

2. Udowodni¢, »e RJXK z dziaªaniami podanymi na wykªadzie jest pier±cieniem przemiennym z
1 i »e R[X] jest podpier±cieniem RJXK.

3. Wskaza¢ wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy zbiorem szeregów formalnych n
zmiennych zde�niowanym rekurencyjnie przez RJX1, . . . , XnK = RJX1, . . . , Xn−1KJXnK oraz
zbiorem wszystkich funkcji z Nn w R. Wywnioskowa¢, »e elementy pier±cienia RJX1, . . . , XnK
mo»na przedstawia¢ jako zapisy ∑

(i1,...,in)∈Nn
ai1,...inX

i1
1 . . . X

in
n ,

gdzie ai1...in ∈ R. Poda¢ wzory na + oraz · w RJX1, . . . , XnK u»ywaj¡c powy»szej notacji.

4. Udowodni¢, »e je±li R jest dziedzin¡, to RJXK jest dziedzin¡.

5. Niech F =
∑
aiX

i ∈ RJXK. Udowodni¢, »e F ∈ RJXK∗ wtedy i tylko wtedy, gdy a0 ∈ R∗.

6. Niech R b¦dzie dziedzin¡ i P = a0 + a1X + . . . + anXn ∈ R[X]. Udowodni¢, »e P ∈ R[X]∗

wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = . . . = an = 0 i a0 ∈ R∗.

7. Znale¹¢ R oraz a ∈ R \ {0} takie, »e 1 + aX ∈ R[X]∗.

8. Dla ka»dej liczby pierwszej p znale¹¢ pier±cie« R mocy p oraz wielomian f ∈ R[X] stopnia p,
taki »e zwi¡zana z nim funkcja wielomianowa f̄ : R→ R jest to»samo±ciowa równa 0.

9. Udowodni¢, »e je±li R jest sko«czony, to R jest ciaªem wtedy i tylko wtedy, gdy R jest dzie-
dzin¡.


