Algebra IR - Lista 10

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech R i S beda piersScieniami przemiennymi z 1.

1. Zalézmy, ze R jest pierscieniem Boole’a, czyli ze dla kazdego r € R zachodzi r? = r.

(a) Udowodni¢, ze dla kazdego r € R zachodzi r +r = 0.

(b) Dla dowolnego zbioru A znalezé strukture pierscienia Boole’a na zbiorze wszystkich pod-
zbioréow A.

2. Udowodni¢, ze R[X] z dzialaniami podanymi na wykladzie jest pierscieniem przemiennym z
11 ze R[X] jest podpier§cieniem R[X].

3. Wskaza¢ wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy zbiorem szeregéw formalnych n
zmiennych zdefiniowanym rekurencyjnie przez R[X1,...,X,] = R[X1,..., Xn—1][X,] oraz
zbiorem wszystkich funkcji z N w R. Wywnioskowa¢, ze elementy pierscienia R[ X1, ..., X,]
mozna przedstawiaé jako zapisy
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gdzie a;, ;. € R.Poda¢ wzory na + oraz - w R[ X7, ..., X, ] uzywajac powyzszej notacji.
4. Udowodnié, ze jesli R jest dziedzing, to R[X] jest dziedzina.
5. Niech F =Y a;X* € R[X]. Udowodni¢, ze F € R[X]* wtedy i tylko wtedy, gdy ao € R*.

6. Niech R bedzie dziedzina i P = ag + a1 X + ...+ ap, X" € R[X]. Udowodni¢, ze P € R[X]*
wtedy i tylko wtedy, gdy a1 =...=a, =01 ag € R*.

7. Znale7¢ R oraz a € R\ {0} takie, ze 1 + aX € R[X]*.

8. Dla kazdej liczby pierwszej p znalez¢ piersciern R mocy p oraz wielomian f € R[X] stopnia p,
taki ze zwigzana z nim funkcja wielomianowa f: R — R jest tozsamosciowa réwna 0.

9. Udowodnié, ze jedli R jest skoriczony, to R jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy R jest dzie-
dzina.



