Algebra IR - Lista 12

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech R bedzie pierécieniem przemiennym z 1.

1. Niech ¢: R — S bedzie epimorfizmem pierscieni, gdzie R jest noetherowski. Udowodni¢, ze .S
tez jest noetherowski.

2. Znalez¢ podpierscien R C Z[X], taki ze R nie jest noetherowski.

3. Niech £ bedzie taficuchem (wzgledem inkluzji) ztozonym z idealéw pierscienia R. Dowiesé, ze
UL tez jest ideatem R.

4. Niech I,J < R. Dowies¢, ze I +J = (I U J).
5. Udowodnié, ze 3 jest rozktadalny i ze 5 jest nierozktadalny w Z[v/—2].

6. Zbadaé, czy dana liczba jest elementem rozkladalnym piericienia R.

(a) 7+ /=5, 2+ 3v/—5h, 5+ 4y/=5; R = Z[\/=5].
(b) —1+7i, 5,23, 1+6i; R=Z[i].

Wsk. Skorzystaé z zadania 6 z listy 11.
7. Wyznaczy¢ 7z doktadnoscia do stowarzyszenia wszystkie elementy nierozktadalne w K[X].

8. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza. Udowodnié, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) p jest elementem rozkladalnym Z[i],
(b) p jest suma dwoch kwadratéow liczb catkowitych,
(¢) p przystaje do 1 modulo 4.

Wsk. Dowdd (¢) — (a) przeprowadzié nie wprost. Jako krok posredni udowodnié, ze przy zalozeniu
(c) liczba —1 jest resztq kwadratowq modulo p, czyli p | n® + 1 dla pewnej liczby catkowitej n.

9. Wywnioskowag, ze posréd liczb pierwszych jest nieskoniczenie wiele:

(a) elementow nierozktadalnych Z[i],

(b) elementow rozktadalnych Z[i].



