
Algebra IR - Lista 14

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym z 1. Gdy R jest dziedzin¡, przez K oznaczamy ciaªo
uªamków R (tzn. K = R0).

1. Niech S b¦dzie podzbiorem multyplikatywnym R. De�niujemy relacj¦ ∼ na R × S przez
(r, s) ∼ (r′, s′) ⇐⇒ (∃s′′)(s′′(rs′ − r′s) = 0). Udowodni¢, »e jest to relacja równowa»no±ci.
Na (R × S)/∼ de�niujemy + i · jak w przypadku lokalizacji dla dziedzin. Udowodni¢, »e
dziaªania te s¡ dobrze zde�niowane. �atwo pokaza¢, »e speªniaj¡ one aksjomaty pier±cienia:
sprawdzi¢ ulubiony aksjomat.

2. Zaªó»my, »e R jest UFD. Niech P b¦dzie zbiorem reprezentantów klas abstrakcji relacji stowa-
rzyszenia na zbiorze wszystkich elementów nierozkªadalnych R. Uzasadni¢, »e ka»dy element
K \ {0} zapisuje si¦ jednoznacznie (z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci czynników) jako produkt
a = ε

∏
p∈P p

vp , gdzie ε ∈ R∗ i wszystkie vp ∈ Z.
Uwaga. Dzi¦ki temu otrzymali±my na wykªadzie funkcj¦ vp : K → Z (waluacj¦ p-adyczn¡), która po-

sªu»yªa do zde�niowania funkcji cont : K[X] \ {0} → K \ {0}.

3. Zaªó»my, »e R jest UFD. Niech P b¦dzie jak w zadaniu 2. Udowodni¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci
waluacji vp (dla p ∈ P) oraz funkcji cont, gdzie a, b s¡ dowolnymi elementami K \ {0}, a f, g
� dowolnymi niezerowymi wielomianami w K[x].

(a) a ∈ R ⇐⇒ (∀p ∈ P)(vp(a) ­ 0).
(b) (∀p ∈ P)(vp(ab) = vp(a) + vp(b)).
(c) cont(f) ∈ R ⇐⇒ f ∈ R[X]. (To byªo udowodnione na wykªadzie.)

(d) cont(f) ∈ R∗ ⇐⇒ cont(f) = 1.

(e) cont(cont(a)) = cont(a).

(f) cont(ab) = cont(a)cont(b). (To byªo udowodnione na wykªadzie.)

(g) cont(1/a) = 1/cont(a).

(h) Je±li f = a0 + · · ·+ anXn ∈ R[X], to (cont(f) = 1 ⇐⇒ (∀p ∈ P)¬(p|a0 ∧ · · · ∧ p|an)).
(i) Je±li f, g ∈ R[X] i cont(f) = cont(g) = 1, to cont(fg) = 1.

Uwaga. Na wykªadzie byª udowodniony lemat Gaussa, mówi¡cy, »e dla f, g ∈ K[X] \ {0} za-
chodzi cont(fg) = cont(f)cont(g). Powy»sze wªasno±ci byªy potrzebne w dowodzie tego lematu
i innych twierdze«. Zostaªy one sªownie uzasadnione na wykªadzie, a na ¢wiczeniach trzeba je
dokªadniej udowodni¢ (oprócz (c) i (f)).

4. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Korzystajac z kryterium Eisensteina, udowodni¢, »e wielomian
Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1 ∈ Z[X] jest nierozkªadalny zarówno w Q[X], jak i w Z[X].

5. Znale¹¢ NWD i NWW dla:

(a) X4 −X, X6 −X w C[X],
(b) X4 −X, X6 −X w CJXK,

(c) 4− 2i, 13 + i w Z[i],

6. Znale¹¢ najwi¦kszy wspólny dzielnik liczb 114 i 78 oraz przedstawi¢ go w postaci 114a+ 78b
dla pewnych a, b ∈ Z.

7. Wyznaczy¢ najmniejsz¡ liczb¦ naturaln¡, która przy dzieleniu przez 2, 3, 5, 7 daje odpowiednio
reszty 1, 2, 3, 4.

8. Udowodni¢, »e

Q[X,Y ]/(XY ) � Q[X,Y ]/(X)×Q[X,Y ]/(Y ) ∼= Q[X]×Q[Y ].


