Algebra IR - Lista 14

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech R bedzie pierScieniem przemiennym z 1. Gdy R jest dziedzina, przez K oznaczamy cialo
utamkow R (tzn. K = Ry).

1. Niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym R. Definiujemy relacje ~ na R x S przez
(rys8) ~ (r',8') <= (3s")(s"(rs’ —r's) = 0). Udowodni¢, ze jest to relacja rownowaznosci.
Na (R x S)/~ definiujemy + i - jak w przypadku lokalizacji dla dziedzin. Udowodnié, ze
dziatania te sa dobrze zdefiniowane. Latwo pokazaé, 7ze spelniaja one aksjomaty pierscienia:
sprawdzi¢ ulubiony aksjomat.

2. Zalézmy, ze R jest UFD. Niech P bedzie zbiorem reprezentantéw klas abstrakeji relacji stowa-
rzyszenia na zbiorze wszystkich elementéw nierozktadalnych R. Uzasadnié, ze kazdy element
K \ {0} zapisuje sie jednoznacznie (z dokladnoscia do kolejnosci czynnikow) jako produkt
a=€[],epp™, gdzie € € R* i wszystkie v, € Z.

Uwaga. Dzicki temu otrzymalismy na wyktadzie funkcje vp: K — Z (waluacje p-adyczng), ktéra po-
stuzyta do zdefiniowania funkcji cont: K[X]\ {0} — K \ {0}.

3. Zalézmy, ze R jest UFD. Niech P bedzie jak w zadaniu 2. Udowodni¢ nastepujace wlasnosci
waluacji v, (dla p € P) oraz funkcji cont, gdzie a,b s3 dowolnymi elementami K \ {0}, a f, g
— dowolnymi niezerowymi wielomianami w K|z].

(Vp € P)(vp(ab) = vp(a) + vp(b)).
cont(f) € R < f € R[X]. (To bylo udowodnione na wykladzie.)
cont(f) € R* <= cont(f) =1.

cont(ab) = cont(a)cont(b). (To bylo udowodnione na wyktladzie.)

(

e) cont(cont(a)) = cont(a).

) (
(g) cont(l/a) = 1/cont(a).
(h) Jesli f=ap+---+a, X" € R[X], to (cont(f) =1 < (Vp € P)~(plag A --- A play)).
) Jesli f,g € R[X] i cont(f) = cont(g) =1, to cont(fg) = 1.

Uwaga. Na wyktadzie byt udowodniony lemat Gaussa, mowigcey, ze dla f,g € K[X]\ {0} za-
chodzi cont(fg) = cont(f)cont(g). Powyzsze wltasnosci byly potrzebne w dowodzie tego lematu

1 innych twierdzen. Zostaty one stownie uzasadnione na wyktadzie, a na éwiczeniach trzeba je
doktadniej udowodnié (oprocz (c) i (f)).

4. Niech p bedzie liczba pierwsza. Korzystajac z kryterium Eisensteina, udowodni¢, ze wielomian
XP=1 4 XP=2 4 ...+ X + 1 € Z[X] jest nierozkladalny zaréwno w Q[X], jak i w Z[X].

5. Znalez¢ NWD i NWW dla:

(a) X*— X, X6 — X wC[X],
(b) X*— X, X°— X w C[X],
(¢) 4—2i, 13+ w Z[i],

6. Znalez¢ najwiekszy wspoélny dzielnik liczb 114 i 78 oraz przedstawié¢ go w postaci 114a + 78b
dla pewnych a,b € Z.

7. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna, ktora przy dzieleniu przez 2, 3,5, 7 daje odpowiednio
reszty 1,2, 3, 4.

8. Udowodnié¢, ze

QX Y]/(XY) 2 QX, Y]/(X) x QX,Y]/(Y) = Q[X] x Q[Y].



