Algebra R - Lista 2

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Przypomnijmy, ze R* = R\ {0}, Q* = Q\ {0} oraz Z§ = {1,3,5,7}.

1.

10.

11.

12.

Niech G bedzie grupa. Udowodnié, ze dla dowolnego g € G oraz m,n € Z zachodza wzory

. Niech (A, +) bedzie grupa przemienng i m € Z. Udowodni¢, ze funkcja

fi A=A  f(a):=ma
jest homomorfizmem.
Znalez¢ izomorfizm pomiedzy D3 i Ss.
Udowodnié¢, ze ST = SO5(R).
Udowodnié¢, ze:

(a) zlozenie homomorfizmoéw jest homomorfizmem,

(b) zlozenie izomorfizméw jest izomorfizmem,

(¢) funkcja odwrotna do izomorfizmu jest izomorfizmem,
(d) jesi GXHi HXN,toGXN.

Pokaza¢, 7e grupa (Q, +) nie jest skonczenie generowana.

Niech G bedzie grupa i g € G. Przypomnijmy, ze rzad(g) := |[{(g)|, przy czym R jest utozsa-
mione z oco. Udowodni¢, ze rzad(g) = min{n € N5 : ¢" = e} (przyjmujemy, ze min(f)) = oo).

Niech G bedzie grupa, ¢ jej elementem, a n liczba catkowita rézna od 0.

(a) Udowodnié, ze 1zad(g) = rzad(g~!).
(b) Udowodni¢, ze g™ = e wtedy i tylko wtedy, gdy rzad elementu g jest dzielnikiem n.

Udowodni¢, ze podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.
Niech G i H beda grupami.

(a) Udowodni¢, ze jesli f: G — H jest homomorfizmem grup i g € G jest elementem skori-
czonego rzedu, to rzad elementu f(g) tez jest skoriczony i dzieli rzad elementu g. Pokazaé,
ze jeSli f jest monomorfizmem, to rzedy te sg rowne.

(b) Niech G bedzie grupa cyklicznag generowana przez element g, a h dowolnym elementem
H, ktory w przypadku, gdy rzad(g) < oo spelnia warunek rzad(h)|rzad(g). Udowodnié,
ze istnieje doktadnie jeden homomorfizm f: G — H, taki ze f(g) = h.

Czy istnieje homomorfizm grup f: G — H, gdzie:

(a) G=(Z,+),H=(Q,+),f(1) =7,

(b) G=(Z,+),H =(Z,+), f(2) =7 (wsk: czemu musialoby by¢ wtedy rowne f(1)?),
(¢) G=(R,+),H =(R*,), f(1) =5

(d) G= (R, +),H = (R*,-), f(1) = -1,

(e) G=(Q.+),H = (Q*,), f(1) =2,

(f) G=(Q,+),H=(Q*), f(2) =1,

(8) G = (Za,+4),H = (Zs,+5), f(1) =1,

(h) G = (Za,+4), H = (Z,+), f(1) =1,

(i) G = (Za,+4), H = (Zy, +2), f(1) =1

Zmalez¢ wszystkie homomorfizmy f: G — H, gdzie:

(a) G=(Z,+),H=(Q,+),
(b) G = (Z15,415), H = (Z4, +4),



(¢) G=(Ze,+6), H = (Za,+4),
(d) G = ZQ X ZQ,H = (Z4,+4).

13. Niech G bedzie grupa skoriczong i niech H bedzie niepustym podzbiorem G. Udowodni¢, ze
H < G wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych hi, he € H zachodzi hihe € H.

14. Czy podzbior H grupy G jest podgrupa G, gdzie:

(2) G = (ZXZxZ,+), H = {(22,52,3z) : € 7},
(b) G =(Zg,-s), H={1,3},
¢) G = (Zs,+4),H = {0,3},

e) G jest grupg izometrii kwadratu, a H sklada sie ze wszystkich czterech obrotow,

) G
(c) G
(d) G=(Ze,+s), H=1{0,3},
)
f)

(
(f) G jest grupa izometrii kwadratu, a H sktada sie ze wszystkich czterech odbi¢ oraz iden-
tycznosci.

15. Niech H; i Hs beda podgrupami grupy G.

(a) Pokazaé¢, ze Hy U Hs nie musi by¢ podgrupa G.
(b) Pokazad, ze jeslli Hy U Hs jest podgrupa G, to Hy C Hy lub Hy C Hj.



