Algebra R - Lista 3

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).

1.

10.
11.

Niech -: G x X — X bedzie dowolna funkcjg. Definiujemy ¢: G — XX przez 1(g)(z) := g- .
Dowiesé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne.

(a) - jest lewym dzialaniem G na X.
(b) ¢¥[G] C Sx oraz ¢: G — Sx jest homomorfizmem.

. Niech DA(G, H) bedzie zbiorem wszystkich dziatan G na H przez automorfizmy, a Hom(G, Aut(H))

— grupa wszystkich homomorfizméw z G w grupe Aut(H). Dowies¢, ze funkcje
F: DA(G,H) — Hom(G, Aut(H)) oraz F’': Hom(G,Aut(H)) — DA(G, H)

zadane wzorami F(-)(g)(h) = g - h oraz F'(¢)(g,h) = ¥(g)(h) sa wzajemnie odwrotnymi
bijekcjami.

Wsk. Z analogicznego faktu z wykltadu dla dzialania grupy G na zbiorze X wywnioskowac,
ze wystarczy udowodni¢, ze F[DA(G, H)] C Hom(G, Aut(H)) oraz F'[Hom(G,Aut(H))] C
DA(G, H) i udowodnié¢ te zawierania.

. Dwa elementy a,b € G nazywamy sprzezonymi, gdy istnieje ¢ € G, takie ze gag™' = b.

Zauwazy¢, ze elementy a i b sa sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy leza w tej samej orbicie
wzgledem dziatania grupy na sobie przez automorfizmy wewnetrzne. Wywnioskowaé, ze relacja
sprzezenia jest relacja rownowaznosci, a jej klasy abstrakcji sa orbitami tego dziatania: klasa
abstrakcji a to orbita a, czyli zbior {gag™' : g € G} = {gtag : g € G} =: a®, czyli jest to
klasa sprzezonosci a (zgodnie z terminologia z wyktadu).

(a) Znalezé i udowodnié¢ kryterium na to, kiedy dwa elementy w grupie S,, sa sprzezone.
Jako wniosek opisaé klasy sprzezonosci w grupie S,.
Wsk. Zastosowaé rozklady na cykle roztaczne.

(b) Ktore z ponizszych par permutacji sa sprzezone? W przypadku gdy dane permutacje sa
sprzezone, znalez¢ element, ktéry je sprzega.

123 45 6 1 23 456
245 13¢6)°%™\4513¢6 2
123456 7Y (1234567
57 2 1 6 4 3 6 75 3 4 2 1

. Udowodnié, ze wszystkie automorfizmy S5 sa wewnetrzne.

. Niech G bedzie grupa. Zalozmy, ze istnieje g € G, taki ze rzad(g) # 1,2. Udowodni¢, ze

Aut(G) # {idg}.

. Zalézmy, ze grupa G dziala na zborze X. Dowiesé, ze stabilizatory elementéw lezacych w

jednej orbicie maja réwng moc.
Wsk. Dla elementéw x,y z tej samej orbity wyrazi¢ G, w terminach G.

. Opisaé orbity dziatania GL,(R) na R".

. Niech (A, +) bedzie grupa przemienng. Udowodnié, ze ponizszy wzor

Va € A 0O-a=a, 1-a=—-a

zadaje dziatanie Zs na A poprzez automorfizmy. Wskazaé¢ odpowiadajacy temu dziataniu
homomorfizm ¥: Zy — Aut(A). Kiedy ¥ jest monomorfizmem?

Wyznaczy¢ centrum Ss i centrum Dy.

Niech H < G. Udowodni¢ bezposrednio (tzn. nie odwoltujac sie do tw. Lagrange’a), ze |G/H| =
[H\G].



