Algebra IR - Lista 4

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).

1.
2.

10.

11.

12.

Udowodni¢, ze jesli rzad grupy G jest liczbg pierwsza, to G jest cykliczna.
Niech N bedzie podgrupa grupy G. Udowodnié, ze nastepujace warunki sa rownowazne.
(a) N <G (tzn. dla kazdego g € G, g"'Ng C N).

(b) Dla kazdego g € G, gNg~* C N.

(c) Dla kazdego g € G, gNg~* = N.
(d) Dla kazdego g € G, g~ 'Ng = N.

(e) Dla kazdego g € G, gN = Ng.
Niech f: G — H bedzie homomorfizmem grup. Udowodnié, ze ker(f) < G oraz im(f) < H.
Udowodni¢, ze jesli H < G oraz [G: H] =2, to H<G.
Udowodni¢, ze T, (R) nie jest dzielnikiem normalnym w GL, (R).
Korzystajac z zasadniczego twierdzenia o homomorfizmie grup, udowodnié¢ ze:

(a) (R*,-)/{1, -1} = (R>o, ),

(b) (C,+)/Z=(C",),

(¢) (C,)/ (™) = (T,
Korzystajac z zasadniczego twierdzenia o homomorfizmie grup, znalezc:

(a) wszystkie homomorfizmy z S5 w Zo,

(b) wszystkie homomorfizmy z S5 w Zg.
Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Dla kazdego k € Z,, funkcja

(bk : (Zn7+n) - (Zna +n)a (bk(l‘) =k ‘n T

jest endomorfizmem.
(b) Jesli ¢ : (Zp,+n) — (Zpn,+n) jest endomorfizmem, to istnieje k € Z,,, takie ze ¢ = ¢.
Jesli k,1 € Zy, to ¢ o ¢y = Pp.. ;.
Jesli k € ZF, to ¢, € Aut(Z,,, +»).

Funkcja

(¢
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(e
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O : 7 — Aut(Zp, +n), k)= ¢x
jest izomorfizmem.
Niech p bedzie liczba pierwsza i zalozmy, ze |G| = p?. Udowodnié, ze G = Z,2 lub G 2 Z, X Z,,.
Udowodni¢, ze
(Za,+2) X (Z3,+3) = (L, +6), ale (Za,+2) X (Z2,+2) Z (Za, +4).
Jak mozna uogdélni¢ ten wynik?

Niech N bedzie podgrupa grupy G. Udowodni¢, ze Ng(N) < G. Czemu jest réwne Ng(N),
gdy N < G?

Podac¢ przyktad grupy G i jej podgrupy H, taki ze:

(a) Ne(H) = H,
(b) H < Na(H) £G.



