
Algebra IR - Lista 4

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).

1. Udowodni¢, »e je±li rz¡d grupy G jest liczb¡ pierwsz¡, to G jest cykliczna.

2. Niech N b¦dzie podgrup¡ grupy G. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(a) N �G (tzn. dla ka»dego g ∈ G, g−1Ng ⊆ N).

(b) Dla ka»dego g ∈ G, gNg−1 ⊆ N .

(c) Dla ka»dego g ∈ G, gNg−1 = N .

(d) Dla ka»dego g ∈ G, g−1Ng = N .

(e) Dla ka»dego g ∈ G, gN = Ng.

3. Niech f : G→ H b¦dzie homomor�zmem grup. Udowodni¢, »e ker(f) ¬ G oraz im(f) ¬ H.

4. Udowodni¢, »e je±li H 6 G oraz [G : H] = 2, to H �G.

5. Udowodni¢, »e Tn(R) nie jest dzielnikiem normalnym w GLn(R).

6. Korzystaj¡c z zasadniczego twierdzenia o homomor�zmie grup, udowodni¢ »e:

(a) (R∗, ·)/{1,−1} ∼= (R>0, ·),
(b) (C,+)/Z ∼= (C∗, ·),

(c) (C∗, ·)/〈e 2πin 〉 ∼= (C∗, ·).

7. Korzystaj¡c z zasadniczego twierdzenia o homomor�zmie grup, znale¹¢:

(a) wszystkie homomor�zmy z S3 w Z2,
(b) wszystkie homomor�zmy z S3 w Z6.

8. Udowodni¢ nast¦puj¡ce stwierdzenia.

(a) Dla ka»dego k ∈ Zn funkcja

φk : (Zn,+n)→ (Zn,+n), φk(x) = k ·n x

jest endomor�zmem.

(b) Je±li φ : (Zn,+n)→ (Zn,+n) jest endomor�zmem, to istnieje k ∈ Zn, takie »e φ = φk.

(c) Je±li k, l ∈ Zn, to φk ◦ φl = φk·nl.

(d) Je±li k ∈ Z∗n, to φk ∈ Aut(Zn,+n).
(e) Funkcja

Φ : Z∗n → Aut(Zn,+n), Φ(k) = φk

jest izomor�zmem.

9. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ i zaªó»my, »e |G| = p2. Udowodni¢, »e G ∼= Zp2 lub G ∼= Zp×Zp.

10. Udowodni¢, »e

(Z2,+2)× (Z3,+3) ∼= (Z6,+6), ale (Z2,+2)× (Z2,+2) � (Z4,+4).

Jak mo»na uogólni¢ ten wynik?

11. Niech N b¦dzie podgrup¡ grupy G. Udowodni¢, »e NG(N) ¬ G. Czemu jest równe NG(N),
gdy N �G?

12. Poda¢ przykªad grupy G i jej podgrupy H, taki »e:

(a) NG(H) = H,

(b) H � NG(H) � G.


