
Algebra IR - Lista 6

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech G i H b¦d¡ grupami, a p � liczb¡ pierwsz¡.

1. Udowodni¢, »e centrum dowolnej nietrywialnej p-grupy jest nietrywialne.

2. Niech ϕ : G→ H b¦dzie homomor�zmem, a N ¬ H. Dowie±¢, »e wtedy:

(a) je±li G jest sko«czona i ϕ jest epimor�zmem, to |ϕ−1[N ]| = | ker(ϕ)||N |,
(b) je±li N �H, to ϕ−1[N ]�G.

3. Niech g ∈ G b¦dzie elementem rz¦du 2. Udowodni¢, »e:

(a) Je±li g jest jedynym elementem rz¦du 2 w G, to g ∈ Z(G).
(b) 〈g〉�G wtedy i tylko wtedy, gdy g ∈ Z(G).

4. Zaªó»my, »e |G| = pq, gdzie p, q s¡ pierwsze i p < q. Udowodni¢, »e:

(a) G ∼= Zq o Zp,
(b) je±li p nie dzieli q − 1, to G ∼= Zpq,
(c) je±li p dzieli q − 1, to istnieje nieprzemienna grupa rz¦du pq.

5. Opisa¢ z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu grupy rz¦du mniejszego od 12.

6. Zaªó»my, »e H jest p-podgrup¡ G i »e H jest dzielnikiem normalnym. Udowodni¢, »e H jest
zawarta w ka»dej p-podgrupie Sylowa G.

7. Opisa¢ p-podgrupy Sylowa S4 dla ró»nych liczb pierwszych p.

8. Znale¹¢ wszystkie p-podgrupy Sylowa Sp. Wywnioskowa¢, »e (tw. Wilsona)

(p− 1)! ≡ −1(mod p).

9. Udowodni¢, »e dla ka»dego n > 3 istnieje monomor�zm Dn → Sn.

10. Udowodni¢, »e nie istnieje monomor�zm Q8 → S4.

11. Zaªó»my, »e |G| = 196. Udowodni¢, »e w G istnieje dzielnik normalny rz¦du 49.

12. Zaªó»my, »e |G| = 36. Udowodni¢, »e istnieje N �G taka, »e N 6= {e} i N 6= G.


