
Teoria stabilno±ci I, Lista 1

Pracujemy w modelu monstrum C = Ceq stabilnej teorii T .

Zadanie 1. Przypomnijmy, »e (niekoniecznie zupeªny) typ π(x) forkuje si¦ [dzieli
si¦] nad A, gdy π(x) implikuje formuª¦ ϕ(x), która forkuje si¦ [dzieli si¦] nad A.
Udowoni¢, »e je±li typ π nie forkuje si¦ nad A, to rozszerza si¦ on do typu zupeªnego
p ∈ S(C) nieforkuj¡cego si¦ nad A.

Zadanie 2. U»ywaj¡c de�nicji forkowania i dzielenia, udowodni¢, »e formuªa ϕ(x, b)
forkuje si¦ nad A wtedy i tylko wtedy, gdy forkuje si¦ nad acl(A).

Zadanie 3. Udowodni¢, »e formuªa ϕ(x, a) nie forkuje si¦ nad modelem M wtedy i
tylko wtedy, gdy ϕ(M,a) 6= ∅.
Wsk. Skorzysta¢ z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym.

Zadanie 4. Udowodni¢, »e ab |̂
D
C ⇐⇒ a |̂

D
C ∧ b |̂

Da
Ca.

Zadanie 5. Niech p ∈ S(A) b¦dzie typem stacjonarnym. Udowodni¢, »e ka»dy ci¡g
Morleya w p jest nieodró»nialny nad A oraz »e ka»de dwa ci¡gi Morleya w p tej samej
dªugo±ci maj¡ taki sam typ nad A.

Zadanie 6. Niech ϕ(x, y) b¦dzie formuª¡ (bez parametrów), b ci¡giem parametrów
odpowiadaj¡cym zmiennym y, a A zbiorem parametrów.
(i) Udowodni¢, »e ϕ(x, b) forkuje si¦ nad A wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»de-
go (równowa»nie pewnego) niesko«czonego ci¡gu Morleya 〈bα〉α<λ w stp(b/A) ukªad
formuª 〈ϕ(x, bα)〉α<λ jest sprzeczny.
Wsk. U»y¢ "dªugiego" ci¡gu Morleya w stp(b/A) oraz ró»nych wªasno±ci |̂ .
(ii) Wywnioskowa¢, »e formuªa ϕ(x, b) dzieli si¦ nad A wtedy i tylko wtedy, gdy for-
kuje si¦ nad A.

Uzupeªnienie wiadomo±ci z wykªadu z podstaw teorii modeli

Przez notatki b¦d¦ rozumie¢ ksero notatek z wykªadu prof. Newelskiego, które
zostawiªem Panom na póªce. S¡ to notatki studenta, który kiedy± ucz¦szczaª na wy-
kªad prof. Newelskiego.

Zadanie 1. Przeanalizowa¢ dowód z notatek lematu Shelaha o de�niowalno±ci.

Zadanie 2. Porówna¢ de�nicj¦ rangi R∆ z notatek i z wykªadu. Pokaza¢, »e s¡ one
równowa»ne.

Zadanie 3. Na wykªadzie sªownie uzasadniªem (korzystaj¡c z lematu Shelaha), »e
dla danej formuªy δ(x, y) nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

1. Formuªa δ(x, y) nie ma wªasno±ci porz¡dkowej.
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2. Dla ka»dego modelu M ka»dy typ p ∈ Sδ(M) ma δ-de�nicj¦.

3. Rδ(x = x) < ω.

4. T jest δ-stabilna, tzn. dla ka»dego A, |Sδ(A)| ¬ |A|+ ℵ0.

Przypomnie¢ sobie ten dowód. W razie trudno±ci skorzysta¢ z notatek.

Zadanie 4. Udowodni¢ twierdzenie z wykªadu charakteryzuj¡ce stabilno±¢ teorii T .

Zadanie 5. U»ywaj¡c rangi Rδ,2 udowodni¢, »e dla ka»dego zbioru A ka»dy typ
p ∈ S(A) jest de�niowalny (nad A).

Zadanie 6. Przeanalizowa¢ w notatkach dowód faktu, »e ka»dy typ zupeªny nad
acl(A) jest stacjonarny (gdzie A jest dowolnym zbiorem).

Zadanie 7. Przeanalizowa¢ w notatkach dowody równowa»no±ci ró»nych de�nicji
nieforkuj¡cych rozszerze« (oryginalna de�nicja, przez rangi Rδ, przez rangi Rδ,2, przez
de�niowalno±¢ typów). Równowa»no±¢ ró»nych de�nicji nieforkowania byªa sformu-
ªowana na pierwszym wykªadzie jako twierdzenie.

Zadanie 8. Przypomnie¢ sobie i zrozumie¢ dowody (podane skrótowo na wykªa-
dzie) wªasno±ci relacji |̂ w teoriach stabilnych. Na wykªadzie opu±ciªem omówienie
dowodu symetrii |̂ . Dowód omówi¦ na konsultacjach.
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