
Teoria stabilno±ci I, Lista 2

Pracujemy w modelu monstrum C = Ceq (tzn. w modelu κ̄-nasyconym i silnie κ̄-
jednorodnym dla dostatecznie du»ej silnie granicznej liczby κ̄) stabilnej teorii T .

Zadanie 1. Niech p ∈ S(C) i A ⊆ C (zgodnie z konwencj¡ |A| < κ̄). Udowodni¢, »e p
nie forkuje si¦ nad A wtedy i tylko wtedy, gdy orbita p wzgl¦dem dziaªania Aut(C/A)
jest ograniczona (tzn. mocy mniejszej ni» κ̄).

Zadanie 2. (i) Przypomnijmy, »e T jest caªkowicie przest¦pna, gdyRM(x = x) <∞.
Udowodni¢, »e je±li T jest caªkowicie przest¦pna, to jest ona stabilna we wszystkich
mocach ­ |T |, czyli jest superstabilna.
(ii) Udowodni¢, »e je±li T jest ω-stabilna, to RM(x = x) < ∞ i »e implikacja od-
wrotna zachodzi, gdy T jest przeliczalna.
(iii) Pokaza¢, »e T jest caªkowicie przest¦pna wtedy i tylko wtedy, gdy redukt T
do ka»dego przeliczalnego podj¦zyka jest ω-stabilny (w szczególno±ci, gdy j¦zyk jest
przeliczalny, caªkowita przest¦pno±¢ jest równowa»na ω-stabilno±ci).
(iv) Udowodni¢, »e T jest caªkowicie przest¦pna wtedy i tylko wtedy, gdy RM(x̄ =
x̄) <∞ dla dowolnego (sko«czonego) ci¡gu zmiennych x̄.
Uwaga. Czasami ω-stabilno±¢ rozpatruje si¦ wyª¡cznie dla j¦zyków przeliczalnych.

Zadanie 3. Zaªó»my, »e T jest caªkowicie przest¦pna. Niech S(A) 3 p ⊆ q ∈ S(B).
Korzystaj¡c z zadania 1, dowie±¢, »e p ⊆nf q wtedy i tylko wtedy, gdy RM(p) =
RM(q). Wywnioskowa¢, »e p jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy, gdy krotno±¢
Morleya p wynosi 1.

Zadanie 4. i) Udowodni¢ lemat z wykªadu opisuj¡cy podstawowe wªasno±ci rangi
R∞ (dla Def. 1 oraz Def. 2).
ii) Udowodni¢, »e de�nicja rangi R∞ := RL,∞ podana na pierwszym wykªadzie oraz
Def. 1 rangi R∞ podana na drugim wykªadzie s¡ równowa»ne.
iii) Udowodni¢ równowa»no±¢ Def. 1 i Def. 2 rangi R∞ podanych na ostatnim wy-
kªadzie.

Zadanie 5. Dla niesprzecznych formuª ϕ(x) oraz ψ(x), takich »e ϕ(x) jest zde�nio-

wana nad A (tzn. ma parametry z A) de�niujemy

ψ(x) <A ϕ(x) ⇐⇒ |= ψ(x) −→ ϕ(x) i ψ(x) forkuje si¦ nad A.

Ponadto de�niujemy

ψ(x) < ϕ(x) ⇐⇒ ψ(x) <A ϕ(x) dla pewnego A jak wy»ej.

Udowodni¢, »e < jest ostrym porz¡dkiem cz¦±ciowym, tzn. jest tranzytywny i prze-
ciwzwrotny (a wi¦c antysymetryczny).

Zadanie 6. Dla niesprzecznych formuª ϕ(x) oraz ψ(x), takich »e ϕ(x) jest de�nio-

walna nad A (tzn. równowa»na formule z parametrami z A) de�niujemy

ψ(x) <′A ϕ(x) ⇐⇒ |= ψ(x) −→ ϕ(x) i ψ(x) forkuje si¦ nad A.
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Ponadto de�niujemy

ψ(x) <′ ϕ(x) ⇐⇒ ψ(x) <′A ϕ(x) dla pewnego A jak wy»ej.

Porówna¢ porz¡dek <′ z porz¡dkiem < z poprzedniego zadania. Udowodni¢, »e pro-
wadz¡ one do tej samej rangi R∞ (zde�niowanej jako ranga ufundowania odpowied-
niego porz¡dku).

Zadanie 7. Niech S(A) 3 p(x) ⊆ q(x) ∈ S(B). Udowodni¢, »e je±li R∞(p) =
R∞(q) <∞, to q nie forkuje si¦ nad A.

Zadanie 8. Niech <∗ b¦dzie ostrym porz¡dkiem cz¦±ciowym na zbiorze wszystkich
typów zupeªnych (nad dowolnymi zbiorami parametrów z modelu monstrum) zada-
nym przez p <∗ q ⇐⇒ q ⊆f p. Dowie±¢, »e <∗ jest (dobrze) ufundowany wtedy i
tylko wtedy, gdy U(p) <∞ dla ka»dego typu zupeªnego p.

Zadanie 9. Niech p i q b¦d¡ typami zupeªnymi. Udowodni¢, »e:
(i) U(p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p jest algebraiczny,
(ii) je±li p ⊆ q, to U(p) ­ U(q).

Zadanie 10. Pokaza¢, »e U(ab/A) ­ U(a/A).
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