Teoria stabilnosci I, Lista 2

Pracujemy w modelu monstrum € = €% (tzn. w modelu R-nasyconym i silnie -
jednorodnym dla dostatecznie duzej silnie granicznej liczby k) stabilnej teorii 7.

Zadanie 1. Niech p € S(€) i A C € (zgoduie z konwencja |A| < &). Udowodnié, ze p
nie forkuje sie nad A wtedy i tylko wtedy, gdy orbita p wzgledem dzialania Aut(€/A)
jest ograniczona (tzn. mocy mniejszej niz i).

Zadanie 2. (i) Przypomnijmy, ze T jest catkowicie przestepna, gdy RM (x = ) < oc.
Udowodnié, ze jesli T jest catkowicie przestepna, to jest ona stabilna we wszystkich
mocach > |T|, czyli jest superstabilna.

(ii) Udowodni¢, ze jesli T' jest w-stabilna, to RM(x = x) < oo i ze implikacja od-
wrotna zachodzi, gdy T jest przeliczalna.

(iii) Pokaza¢, ze T jest calkowicie przestepna wtedy i tylko wtedy, gdy redukt T
do kazdego przeliczalnego podjezyka jest w-stabilny (w szczegolnosei, gdy jezyk jest
przeliczalny, calkowita przestepno$é jest rownowazna w-stabilnosci).

(iv) Udowodnié¢, ze T jest catkowicie przestepna wtedy i tylko wtedy, gdy RM (z
Z) < oo dla dowolnego (skonczonego) ciagu zmiennych z.

Uwaga. Czasami w-stabilnosé rozpatruje sie wytacznie dla jezykow przeliczalnych.

Zadanie 3. Zalozmy, ze T' jest calkowicie przestepna. Niech S(A) > p C ¢ € S(B).
Korzystajac z zadania 1, dowies¢, ze p C,y ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy RM (p) =
RM (q). Wywnioskowa¢, ze p jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy, gdy krotnosé
Morleya p wynosi 1.

Zadanie 4. i) Udowodni¢ lemat z wyktadu opisujacy podstawowe wlasnosci rangi
R> (dla Def. 1 oraz Def. 2).

ii) Udowodni¢, ze definicja rangi R™ := Ry ., podana na pierwszym wykltadzie oraz
Def. 1 rangi R* podana na drugim wyktadzie sa réwnowazne.

iii) Udowodnié¢ rownowaznosé Def. 1 1 Def. 2 rangi R* podanych na ostatnim wy-
ktadzie.

Zadanie 5. Dla niesprzecznych formul ¢(x) oraz ¢ (x), takich ze ¢(x) jest zdefinio-
wana nad A (tzn. ma parametry z A) definiujemy

P(x) <a p(z) <= E ¥(xr) — ¢(x) i ¥(x) forkuje sie nad A.
Ponadto definiujemy
P(z) < p(r) <= P(r) <a ¢(x) dla pewnego A jak wyzej.

Udowodnié, ze < jest ostrym porzadkiem cze$ciowym, tzn. jest tranzytywny i prze-
ciwzwrotny (a wiec antysymetryczny).

Zadanie 6. Dla niesprzecznych formul ¢(z) oraz ¢ (x), takich ze p(x) jest definio-
walna nad A (tzn. rownowazna formule z parametrami z A) definiujemy

P(x) <y p(z) <= Ev(x) — ¢(z) i (x) forkuje si¢ nad A.
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Ponadto definiujemy
Y(x) < p(z) <= Y(x) <\ o(z) dla pewnego A jak wyze;.

Porownaé porzadek <’ z porzadkiem < z poprzedniego zadania. Udowodnié, ze pro-
wadza one do tej samej rangi R (zdefiniowanej jako ranga ufundowania odpowied-
niego porzadku).

Zadanie 7. Niech S(A) > p(x) C q(z) € S(B). Udowodni¢, ze jesli R®(p) =
R>(q) < o0, to ¢ nie forkuje sie nad A.

Zadanie 8. Niech <* bedzie ostrym porzadkiem czesciowym na zbiorze wszystkich
typow zupelnych (nad dowolnymi zbiorami parametréw z modelu monstrum) zada-
nym przez p <* q <= q Cy p. Dowies¢, ze <* jest (dobrze) ufundowany wtedy i
tylko wtedy, gdy U(p) < oo dla kazdego typu zupelnego p.

Zadanie 9. Niech p i ¢ beda typami zupelnymi. Udowodnié, ze:
(i) U(p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p jest algebraiczny,
(ii) jesli p C g, to U(p) = U(q).

Zadanie 10. Pokazac, ze U(ab/A) > U(a/A).



