
Teoria stabilno±ci I, Lista 3

Pracujemy w modelu monstrum C = Ceq stabilnej teorii T .

Zadanie 1. Niech R ∈ {U,R∞, RM} i niech b ∈ acl(Aa). Udowodni¢, »e R(a/A) ­
R(b/A).

Zadanie 2. (i) Pokaza¢, »e RM oraz R∞ s¡ niezmiennicze na de�niowalne bijekcje,
tzn. je±li ϕ(x) i ψ(x) s¡ formuªami, a f : ϕ(C)→ ψ(C) jest de�niowaln¡ bijekcj¡, to
RM(ϕ(x)) = RM(ψ(x)) oraz R∞(ϕ(x)) = R∞(ψ(x)).
(ii) Pokaza¢, »e je±li f jest A-de�niowaln¡ bijekcj¡ mi¦dzy pewnymi zbiorami oraz
a ∈ dom(f), to U(a/A) = U(f(a)/A).

Zadanie 3. Niech p ∈ S(A) b¦dzie stacjonarny, p̃ = p|C i f ∈ Aut(C). Udowodni¢,
»e:
(i) f(p̃) = p̃ ⇐⇒ f |Cb(p) = id,
(ii) Cb(p) = {c ∈ C : (∀f ∈ Aut(C))(f(p̃) = p̃ −→ f(c) = c)},
(iii) Cb(p) ⊆ dcl(B) wtedy i tylko wtedy, gdy p̃ nie forkuje si¦ nad B i p̃|B jest
stacjonarny.

Zadanie 4. Udowodni¢, »e je±li T jest superstabilna, to dla ka»dego typu stacjonar-
nego p ∈ S(A) istnieje podzdbiór sko«czony A0 ⊆ A, taki »e Cb(p) ⊆ acl(A0).

Zadanie 5. Pokaza¢, »e Cb(tp(a/ acl(A))) ⊆ dcl(A, a).

Zadanie 6. Udowodni¢, »e je±li T jest caªkowicie przest¦pna, to istnieje c ∈ Ceq = C,
taki »e Cb(p) = dcl(c).

Zadanie 7. Zaªó»my, »e T = ACFp. Niech K |= T i q ∈ Sn(K). Pokaza¢, »e
Cb(q) jest de�niowalnym domkni¦ciem najmniejszego ciaªa de�nicji ideaªu pierwsze-
go Iq := {f(X) ∈ K[X1, . . . , Xn] : (f(X) = 0) ∈ q}.
Wyja±nienie. Odwzorowanie q 7→ Iq zadaje bijekcj¦ mi¦dzy Sn(K) i zbiorem ide-
aªów pierwszych w K[X1, . . . , Xn]. Podciaªo k ciaªa K nazywamy ciaªem de�nicji

ideaªu pierwszego I � K[X1, . . . , Xn], gdy I jest generowany przez k[X1, . . . , Xn].
Prawdziwe jest twierdzenie, mówi¡ce »e istnieje (jedyne) najmniejsze ciaªo de�nicji
danego ideaªu. Spróbowa¢ to udowodni¢ (niekoniecznie na ¢wiczeniach), a z dowodu
wywnioskowa¢, »e najmniejsze ciaªo de�nicji k idaªu I ma t¦ wªasno±¢, »e f ∈ Aut(K)
zachowuje punktowo k wtedy i tylko wtedy, gdy f [I] = I. Mo»na z tego skorzysta¢
w rozwi¡zaniu zadania.

Zadanie 8. Niech R b¦dzie pier±cieniem euklidesowym. Pokaza¢, »e dla dowolnej
macierzy H ∈ Mn×n(R) istniej¡ macierze odwracalne X, Y ∈ Mn×n(R), takie »e
XHY jest diagonalna. Spróbowa¢ udowodni¢ to samo dla pier±cieni ideaªów gªów-
nych.
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