Teoria stabilnosci I, Lista 4

R jest pierscieniem z 1, T jest teoria lewych R-modutow i M = Tk.

Zadanie 1. Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym. Udowodnié¢, ze kazda pp-
formuta (%) jest Tr-rownowazna koniunkeji formut postaci p* | ¢(Z) oraz t(z) = 0,
gdzie t(T) jest R-liniowa kombinacja zmiennych Z, p € R elementem pierwszym, a k
liczba naturalna.

Zadanie 2. Niech ¢(7,7), ¥ (%) i (T) beda pp-formutami. Udowodni¢, ze:

(i) 3gp(7,7) jest pp-formuta,

(ii) ¥ (z) A O() jest pp-formula,

(iii) ¢(z,0) jest pp-formula,

(iv) ¥ (M) jest podgrupa M', gdzie | = |7|,

v) dla kazdego @ € M*, Jesh o(M,a) # 0, to p(M,a) = ¢(M,0) + b dla pewnego

be p(M,a),
(vi) dla kazdego @ € M*, jesli (M, a) jest podgrupa M!, to o(M,a) = p(M,0).

Zadanie 3. Niech A, Ay, ..., A,,_1 beda zbiorami skoniczonymi. Udowodnié, ze wtedy

ACclU4 = Y (-n)®An N 4l =o0.

<n ACn 1EA

Zadanie 4. Napisa¢ 3V-zdanie xy g, takie ze dla dowolnego M = Ty

M = xpon <= n(/0,M)>n

Wywnioskowaé, ze dla dowolnych lewych R-modutéw M i N
M=sN < M= N.

Zadanie 5. (i) Niech N = M & M’, gdzie N, M, M’ sa lewymi R-modutami. Udo-
wodni¢, ze M jest czysty w .

(ii) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad pierscieniem z dzieleniem, a W — jej
podprzestrzenia. Udowodnié, ze W jest czysta w V.

Zadanie 6. Niech M C N bedg lewymi modutami nad euklidesowym pierécieniem
R. Dowiesé, ze M jest czysty w N wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego r € R oraz
m € M zachodzi rOwnowazno$¢

M= @y)(ry=m) < N Q@y)lry=m).

Zadanie 7. Udowodnié¢, ze M®* < M* dla dowolnej liczby kardynalnej k > 0.



