
Analiza matematyczna A3, Pole pÃlata (powierzchni)

Wyznaczymy pole powierzchni pÃlata – to jest cze‘ści wykresu funkcji z = f(x, y) nad
obszarem P ⊂ IR2 domknie‘tym i ograniczonym, zawartym w dziedzinie funkcji f
(przy zaÃlożeniu cia‘gÃlości pochodnych cza‘stkowych f ′x, f ′y).

PomysÃl: Bierzemy ’drobny’ podziaÃl ω = {P1, P2, . . . , Pn} obszaru P ’gÃlównie’ na
prostoka‘ty o polach ∆pi (’gÃlównie’ tzn. elementy podziaÃlu, które nie sa‘ prostoka‘tami
maja‘ Ãla‘

cznie ’znikome’ pole). Wybieramy punkty (xi, yi) ∈ Pi i w przestrzeni pro-
wadzimy pÃlaszczyzny styczne do wykresu f w punktach (xi, yi, f(xi, yi)). Cze‘ści tych
pÃlaszczyzn utworzone nad prostoka‘tami Pi wygla‘daja‘ jak karteczki (równolegÃloboki)
oblepiaja‘ce te‘ powierzchnie‘. Suma ich pól

∑
i ∆si przybliża szukane pole pÃlata.

Pole ∆s pojedynczego równolegÃloboku rozpie‘tego przez wektory ~p, ~q:
PÃlaszczyzna styczna jest wyznaczona przez gradient funkcji f , zatem
te wektory maja‘wspóÃlrze‘dne: ~p = [∆x, 0, f ′x·∆x], ~q = [0, ∆y, f ′y ·∆y].
Sta‘d obliczamy pole (korzystaja‘c z prostoty iloczynu skalarnego):

∆s = |~p||~q| sin ϕ = |~p||~q|
√

1− cos2 ϕ =
√
|~p|2|~q|2 − (|~p||~q| cos ϕ)2 =

=
√

((∆x)2 + (f ′x∆x)2)((∆y)2 + (f ′y∆y)2)− (f ′x∆x · f ′y∆y)2 =

= ∆x ·∆y ·
√

1 + f ′x
2 + f ′y

2 (po krótkich rachunkach)
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Uwaga. Powyżej pominie
‘
te sa

‘
indeksy ’i’, pochodne cza

‘
stk. liczone sa

‘
w punktach (xi, yi).

Zatem pole pÃlata f nad P jest w przybliżeniu równe
∑
i

∆si =
∑
i

√
1 + f ′x

2 + f ′y
2∆x∆y =

∑
i

√
1 + f ′x

2 + f ′y
2∆pi ≈

∫∫
P

√
1 + f ′x

2 + f ′y
2

’≈’ oznacza tu: gdy weźmiemy cia‘g coraz drobniejszych podziaÃlów (o maksymalnych
średnicach zbieżnych do 0), to granica sum

∑
i ∆si jest zbieżna do caÃlki (z def. caÃlki).

PrzykÃlad. Pow. pÃlata f(x, y) = 2
3 (x

3
2 + y

3
2 ) nad trójka‘tem P o wierzchoÃlkach:

(0, 0), (0, 1), (7, 1), czyli nad obszarem: 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 7y :
∫∫
P

√
1 + f ′x

2 + f ′y
2 =

∫∫
P

√
1 + x + y =

1∫
0

(
7y∫
0

√
1 + x + ydx

)
dy = ... = 25

3 − 16
15

√
2 .

PrzykÃlad. Pow. pÃlata f(x, y) = xy nad P = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9, 0 ≤ x ≤ y} to
∫∫
P

√
1 + y2 + x2

wspóÃl.
bieg.=

π/2∫
π/4

(
3∫
0

√
1 + r2 · rdr

)
dϕ = π

4 ·
[

1
3 (1 + r2)

3
2

]3

0
= π

12 (10
√

10−1)

Uwaga. Można pomyśleć o przybliżaniu powierzchni pÃlata w inny sposób: wybiera-
my na pÃlacie skończenie wiele punktów ’ge‘sto rozmieszczonych (dużo)’; z nich tworzy-
my trójka‘ty (triangulacje‘); suma pól tych trójka‘tów powinna przybliżać pole pÃlata —
TEN POMYSÃL JEST ZÃLY, zÃly nawet w przypadku powierzchni bocznej walca;
szczególy (i rysunki) należy znaleźć np. w III tomie Fichtenholza, rozdziaÃl XVII, §2.

UkÃlad sferyczny

Podpisuja‘c dÃlugości kresek za pomoca‘ r, ϕ, θ otrzymujemy wzór
x = r sin ϕ cos θ, y = r sin ϕ sin θ, z = r cosϕ

przeksztaÃlcenia z ’nieskończonego póÃl-prostopadÃlościanu’
0 ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π, r ≥ 0

(w ukÃladzie Orϕθ) na caÃla‘ przestrzeń IR3 (w ukÃladzie Oxyz).
W tym przeksztaÃlceniu obrazem prostoka‘ta: r = 0, 0 ≤ ϕ ≤ π,
0 ≤ θ ≤ 2π jest punkt (0, ..., ...), a obrazem prostoka‘ta r = 3,
0 ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ θ ≤ 2π jest sfera o równaniu x2 + y2 + z2 = ....
Obrazem póÃlprostej ϕ = π

4 = φ jest póÃlprosta x = y = ...... ,
Inne przykÃlady (strzaÃlka → oznacza ’jest przeksztaÃlcane na’):

-
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x = r sin ϕ cos θ
y = r sin ϕ sin θ
z = r cosϕ

ϕ = 0 → póÃloś O..., ϕ = π
... → pow. stożka z =

√
x2 + y2, ϕ = π

2 → pÃl. z = ... ,
r ∈ ... → obszar 4 < x2 + y2 + z2 ≤ 9, r = 3 cos ϕ → kula x2 +y2 +(z− ...)2 ≤ ...,
r = −3 cos ϕ → kula x2 + y2 + (z − ...)2 ≤ ..., r = 4

cos ϕ → pÃlaszczyzna z = ... .

Wne
‘
trze ’póÃl-prostopadÃlościanu’ jest przeksztaÃlcane różnowartościowo na IR3 \ ....

ÃLatwo obliczymy jakobian tego przeksztaÃlcenia (stosuja
‘
c wielokrotnie tw. Pitagorasa):

D(x, y, z)
D(r, ϕ, θ)

=

∣∣∣∣∣∣

x′r x′ϕ x′θ
y′r y′ϕ y′θ
z′r z′ϕ z′θ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

sin ϕ cos θ r cosϕ cos θ −r sin ϕ sin θ
sin ϕ cos θ r cosϕ sin θ r sin ϕ cos θ

cos ϕ −r sinϕ 0

∣∣∣∣∣∣
= r2 sin ϕ

PrzykÃlad. Różnicy kul V = {(x, y, z) : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4} w ukÃl. sferycznym
odpowiada obszar V ′ = {(r, ϕ, θ) : 1 ≤ r ≤ 2} (prostopadÃlościan w ukÃl. sfer.), wie‘c:∫∫∫

V

z2 =
∫∫∫
V ′

r2 cos2 ϕ · r2 sin ϕ =
2π∫
0

(
π∫
0

(
2∫
1

r4 cos2 ϕ sin ϕ dr

)
dϕ

)
dθ =

=
2π∫
0

(
π∫
0

[
1
5r5 cos2 ϕ sin ϕ

]2
1
dϕ

)
dθ =

2π∫
0

31
5

[− 1
3 cos3 ϕ

]π

0
dθ = 31

5

2π∫
0

2
3dθ = 124

15 π

PrzykÃlad. Obszarowi V = {(x, y, z) : 1 ≤ x2 +y2 +z2 ≤ 9∧z2 ≥ x2 +y2} w ukÃl.
sfer. odpowiada prostopadÃlościan V ′ = {(r, ϕ, θ) : 1 ≤ r ≤ 3 ∧ 0 ≤ ϕ ≤ π

4 }, wie‘c:∫∫∫
V

x2 =
∫∫∫
V ′

r2 sin2 ϕ cos2 θ · r2 sinϕ =
2π∫
0

(
π/4∫
0

(
3∫
1

r4 sin3 ϕ cos2 θ dr

)
dϕ

)
dθ =

=
2π∫
0

(
π/4∫
0

[
1
5r5 sin3 ϕ cos2 θ

]3
1

dϕ

)
dθ =

2π∫
0

(
π/4∫
0

242
5 sin3 ϕ cos2 θ dϕ

)
dθ =

=
2π∫
0

[
242
5 (1

3 cos3 ϕ− cos ϕ) cos2 θ
]π

4

0
dθ =

2π∫
0

242
5 (

√
23

3·23 −
√

2
2 − 1

3 +1) cos2 θ dθ =

=
2π∫
0

121(8−5
√

2)
30 cos2 θ dθ = 121(8−5

√
2)

30

[
1
2 cos θ sin θ + 1

2θ
]2π

0
= 121(8−5

√
2)

30 π .

PrzykÃlad. Powierzchnia (x2 + y2 + z2)2 = 8z ma w ukÃl. sfer. równanie ...... ,
wie‘c ogranicza obszar o obj. ...... (wskazówka: zauważ, że jest obrotowa i z ≥ 0).



Analiza matematyczna A3, Przykady
∫∫
P

f dP,
∫∫∫
V

f dV

Takich zadań nie be
‘
dzie na najbliższej kartkówce, ale be

‘
da

‘
podobne

1. Przedstaw caÃlke‘ J =
∫∫
P

xy dP jako caÃlke‘ iterowana‘ we wspóÃlrze‘dnych

a) biegunowych b) kartezjańskich,
gdy P jest najwie‘kszym z obszarów ograniczonych liniami y+|x| = 0, x2+y2+2y = 0.
Oblicz też wartość J .

Rozwia
‘
zanie zad. 1

Po zrobieniu rysunku widać, że P = {(x, y) : y ≤ −|x| ∧ x ∈ [−1, 1]} ska‘d

ad b) J =
∫ 1

−1

(∫ −|x|

−1−√12−x2
xy dy

)
dx

Widać też, że P we wspóÃlrze‘dnych biegunowych można zapisać:
P = {(r, ϕ) : ϕ ∈ [ 54π, 7

4π] ∧ 0 ≤ r ≤ 2 sin(ϕ− π)} ska‘d

ad a) J =
∫ 7

4 π

5
4 π

(∫ 2 sin(ϕ−π)

0

r cos ϕ · r sinϕ · r dr

)
dϕ

Obliczamy (z a))

J =

7
4 π∫

5
4 π




2 sin(ϕ−π)∫

0

r cosϕ · r sin ϕ · r dr


 dϕ =

7
4 π∫

5
4 π



−2 sin(ϕ)∫

0

r3 cosϕ sin ϕ dr


 dϕ =

=

7
4 π∫

5
4 π

[
1
4
r4 cosϕ sin ϕ

]−2 sin(ϕ)

0

dϕ =

7
4 π∫

5
4 π

4 cos ϕ sin5 ϕ dϕ =
[
4
6

sin6 ϕ

] 7
4 π

5
4 π

= 0.

Uwaga. Z symetrii P i wÃlasności funkcji xy widać (bez rachunków) J = 0.

2. Przedstaw caÃlke‘ I =
∫∫∫

V

x2 + y2 + z2 dV jako caÃlke‘ iterowana‘ we wspóÃlrze‘dnych

a) cylindrycznych b) sferycznych c) kartezjańskich,
gdy V jest mniejsza‘ z bryÃl ograniczonych pow. z =

√
3
√

x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 4.
Oblicz też wartość I.

Rozwia
‘
zanie zad. 2

Najpierw ogladamy V w przecie‘ciu z pÃlaszczyzna‘ y = 0: z =
√

3 · |x|, x2 + z2 = 4.
Widać cze‘ść koÃla. [zrób rysunek!]

Po zakre‘ceniu tym wokóÃl osi OZ, widać... rożek z gaÃlka‘ lodów.
Zobacz jaki jest ka‘t tego rożka. [zrób rysunek!]

Zatem V = {(x, y, z) :
√

3
√

x2 + y2 ≤ z ≤
√

4− x2 − y2}.
Przed rachunkami zobaczmy gdzie powierzchnie sie‘ stykaja‘:ukÃlad równań z =

√
3
√

x2 + y2 ∧ x2 + y2 + z2 = 4 [zrób rysunek!]

jest równoważny z ukÃladem x2 + y2 = 1 ∧ z =
√

3 .
(Sta‘d: rzutem V na pÃl OXY jest koÃlo x2+y2 ≤ 1, czego formalnie nie wykorzystamy.)

ad c) I =
∫ 1

−1

(∫ √
12−x2

−√12−x2

(∫ √
4−x2−y2

√
3
√

x2+y2
x2 + y2 + z2 dz

)
dy

)
dx

ad a) I =
∫ 2π

0

(∫ 1

0

(∫ √
4−r2

√
3r

r2 + h2 · r dh

)
dr

)
dϕ

ad b) I =
∫ 2π

0

(∫ π/6

0

(∫ 2

0

r2 · r2 sin ϕ dr

)
dϕ

)
dϑ

Liczyć warto na pewno z postaci w b):

I =

2π∫

0




π/6∫

0




2∫

0

r2 · r2 sin ϕ dr


 dϕ


 dϑ =

2π∫

0




π/6∫

0

[
1
5
r5 sinϕ

]2

0

dϕ


 dϑ

=

2π∫

0

[
−25

5
cosϕ

]π/6

0

dϑ =
[
−25

5
(cos

π

6
− cos 0) · ϑ

]2π

0

=
32
5

(2−
√

3)π


