ANALIZA MATEMATYCZNA A3, POLE PLATA (POWIERZCHNI)

Wyznaczymy pole powierzchni plata — to jest czesci wykresu funkeji z = f(x,y) nad
obszarem P C IR? domknietym i ograniczonym, zawartym w dziedzinie funkcji f
(przy zatozeniu ciaglosci pochodnych czastkowych f7, f; ).

Pomyst:  Bierzemy ’drobny’ podzial w = {Py, Py, ..., P,} obszaru P ’gléwnie’ na
prostokaty o polach Ap; ("gtéwnie’ tzn. elementy podziatu, ktére nie sa prostokatami
maja tacznie ’znikome’ pole). Wybieramy punkty (x;,y;) € P; i w przestrzeni pro-
wadzimy plaszczyzny styczne do wykresu f w punktach (x;, y;, f(z:,3:)). Czesci tych
plaszczyzn utworzone nad prostokatami P; wygladaja jak karteczki (réwnolegloboki)
oblepiajace te powierzchnie. Suma ich pdl ), As; przybliza szukane pole plata.

Pole As pojedynczego réwnolegloboku rozpietego przez wektory p, ¢:
Plaszczyzna styczna jest wyznaczona przez gradient funkcji f, zatem
te wektory maja wspétrzedne: p'= [Ax,0, f;-Az], §= [0, Ay, f,-Ay.

Stad obliczamy pole (korzystajac z prostoty iloczynu skalarnego): :

As = [ldlsin g = |f1|q1y/T— cos? = \/|1d1® — (1[4 cos 0)* =
= (A2 + (£180))(Ay)* + (£ A9)?) — (f1Az - fiAy)? =

=Az-Ay-\/1+ 12+ f;z (po krétkich rachunkach)

UWAGA. Powyzej pominiete sa indeksy ’;’, pochodne czastk. liczone sa w punktach (z;, y;).

As=|pl-|q]-sin ¢

Zatem pole plata f nad P jest w przyblizeniu réwne

S Asi =2 \/1+ 12+ [P AxAy = 331+ f17 + [ Ap; ~

L2+ 1

I

‘a2’ oznacza tu: gdy weZmiemy ciag coraz drobniejszych podzialéw (o maksymalnych
Srednicach zbieznych do 0), to granica sum ), As; jest zbiezna do catki (z def. calki).

PrzYKLAD. Pow. plata f(z,y) = %(x% + y%) nad tréjkatem P o wierzchotkach:
(0,0),(0,1),(7,1), czyli nad obszarem: 0 <y <1, 0<a<Ty:

1 [ 7y
Q‘1+ﬁ“¢f=g¢rmw=g@wfamwm>@:m:§_gl

PrzYKEAD. Pow. plata f(z,y) = zy nad P = {(z,

wspél. 7\'/2

H¢ﬂ§¢?“*

/4

y) 22 +9y2<9,0<x <y} to

3
(v as= 5 [ja s3] = 0Ty

UWwAGA. Mozna pomysle¢ o przyblizaniu powierzchni plata w inny sposéb: wybiera-
my na placie skoriczenie wiele punktéw ’gesto rozmieszezonych (duzo)’; z nich tworzy-
my tréjkaty (triangulacje); suma pdl tych tréjkatéw powinna przyblizaé pole plata —
TEN POMYSL JEST ZLY, zly nawet w przypadku powierzchni bocznej walca;
szczegOly (i rysunki) nalezy znalezé np. w III tomie Fichtenholza, rozdziat XVII, §2.

UKLAD SFERYCZNY
Podpisujac dtugosci kresek za pomoca 1, ¢, 8 otrzymujemy wzdr
x=rsinpcosl, y =rsinpsinf, z =rcosy
przeksztalcenia z 'nieskoriczonego pét-prostopadlo$cianu’
0<p<m 0<0<2r, 7>0

(w ukladzie Orpf) na cala, przestrzen IR® (w ukladzie Ozyz).

('Tvyvz)

C sin ¢

x =rsinpcosf
y =7rsingsinf
Z=TrCcosy

W tym przeksztalceniu obrazem prostokata: r =0, 0 < ¢ <7, /
0 < 0 < 27 jest punkt (0,...,...), a obrazem prostokata r = 3,
0<p<m0<0<2rn jest sfera o réwnaniu x2 + y2 + 22 = ...
Obrazem pélproste] ¢ = T = ¢ jest pélprosta x = y =
Inne przyktady (strzalka — oznacza 'jest przeksztalcane na’):

@ =0—polos O..., ¢ =" — pow. stozka z = /2?2 + 1?2, 5 —ph z=..
re ... —obszard <a?+y?+22<9, r=3cosp —kulaz®+y?+(z—...)2 <.

r=-3cosp— kulaz?+y*+(z—..)2 <., r= Coi@ — plaszczyzna z = ... .

o
’
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Whnetrze 'pél-prostopadiodcianu’ jest przeksztalcane réznowartosciowo na R? \ o
Latwo obliczymy jakobian tego przeksztalcenia (stosujac wielokrotnie tw. Pitagorasa):

D(z,y, 2) T, T, T sinpcosf rcospcos —rsinpsind

ﬁ =| v Y, Yy |=|sinpcosh rcospsing rsinpcosd |=r’sing
T .
(.. 0) Z, Z, % cos @ —rsinp 0

PRzYKEAD. Réznicy kul V = {(x y,2): 1 <a?+y?+ 22 <4} w ukh. sferycznym
odpowiada obszar V' = {(r, ¢, 0 1 <r < 2} (prostopadlodcian w ukl. sfer.), wiec:

J1f 2= Jf o orsing = [ (J (] ot cost gsimpar ) o) ao =
—f (f[ 115 cos? psin ] d@) ao— | 7

[ [~Leos®]rdo = 8L [ 2dp = 2r
0 0
PRZYKLAD. Obszarowi V = {(z,y,2) : 1 < 22 +y%+22 <9A22 > 22+ 3%} w ukl.

sfer. odpowiada prostopadloscian V’ = { r?p, 0):1<r <3A0< v < 21}, wiec:
JIJ
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== =¥ >7

2r [(m/4 /3
= [[[ r?sin® pcos? 0 - r?sinp = [ (f (f 7“4Sin3<pcos29dr) dgo) do =
v 0 \ 0o \1
on [ w/4 3
= r sin® p cos? 6
20],

on [ w/4
d<p> o= [ ( 222 5in® o cos? ¢ dg@) df =
[242(1

5 \3

|
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cos cp—cosgp)cos29}0% dg = [ 242(\(—273—@—l—i—l)cos29d€:
0

21(8—5v2) cos? 0 df — 121(8—5v/2)

121(8—5v/2)
30 30 ™

[ cos@sm0+16] = 0

Powierzchnia (22 + y? 4 2%)? = 82 ma w ukh sfer. réwnanie
(WSKAZOWKA: zauwaz, ze jest obrotowa i z > 0).

PRZYKLAD.
wiec ogranicza obszar o obj.



ANALIZA MATEMATYCZNA A3, PRzYKADY [[ f dP, [[[ fdV
P Vv

TAKICH ZADAN NIE BEDZIE NA NAJBLIZSZEJ KARTKéWCE, ALE BEDA PODOBNE
1. Przedstaw calke J = [[ zy dP jako catke iterowana we wspdtrzednych

P
a) biegunowych  b) kartezjariskich,

gdy P jest najwigkszym z obszaréw ograniczonych liniami y+|x| = 0, 22 +y?+2y = 0.

Oblicz tez wartosé J.
ROZWIAZANIE ZAD. 1

Po zrobieniu rysunku widaé, ze P = {(z,y) : y < —|z| Az € [-1,1]} skad

1 Ed
adb)J:/ / zy dy | dz
-1 —1-V12=22

Wida¢ tez, ze P we wspolrzednych biegunowych mozna zapisaé:
P={(rp):pec3m In] A 0<r<2sin(p— )} skad

In 2sin(p—m)
ada)J:/ / rcosy-rsing - rdr | de
Sn 0

4

Obliczamy (z a))

In [ 2sin(p—m) In [ —2sin(p)
J:/ / rcose - rsing - rdr d<p=/ ¥ cos psing dr | dp =
5n 0 T
5 1
Tr I
4 1 —2sin(p) 4 4 %T{'
= / {47"4 cos p sin w] dp = /4005 psin’ @ dp = [6 sin® W] =0.
0 %7‘(

o

™

o
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UWAGA. Z symetrii P i wlasnosci funkcji zy widaé (bez rachunkéw) J = 0.

2. Przedstaw catke I = [[[ 2? +y? + 2% dV jako calke iterowana we wspéhrzednych

v
a) cylindrycznych ~ b) sferyeznych — ¢) kartezjanskich,

gdy V jest mniejsza, z bryl ograniczonych pow. z = v/3v/22 + y2, 22 + y? + 22 = 4.

Oblicz tez wartosé I.

ROZWIAZANIE ZAD. 2

Najpierw ogladamy V w przecieciu z plaszczyzna y = 0: z = /3 - |z|, 22 + 22 = 4.
Widaé czesé kota.

Po zakreceniu tym wokot osi OZ, widac... rozek z galtka lodow.
Zobacz jaki jest kat tego rozka.

Zatem V = {(z,y,2) : V322 + 12 < 2 < /4 — 22 — 32},
Przed rachunkami zobaczmy gdzie powierzchnie sie stykaja;
uklad réwnani z = V322 +y2 Aa? + 2 + 22 =4

jest réwnowazny z ukladem 22 + 32 = 1Az =3 .

(Stad: rzutem V na pt OXY jest koto 22 +y? < 1, czego formalnie nie wykorzystamy:.)

1 Viz—z2 Va—z?—y?
adc)I:/ / / 22+ y?+22dz | dy | dz
-1 —/12=22? V3y/z2+y?
27 1 Va—r2
ada)I:/ / / r2+h?-rdh|dr|de
0 0 V3r
27 /6 2
adb)I:/ (/ (/ r2-r25in<pdr>d<p> dd
0 0 0

Liczy¢é warto na pewno z postaci w b):

[2réb rysunek!]

[zrdb rysunek!]

[2réb rysunek!]

or [ /6 / 2 or [ 7/6 9

1
I:/ / /7‘2'7“2Sin(pd’l“ dy dﬂ:/ /[57“581114
0

0 0 0 0 0

do | dv

27
/6 5 27
:/ —2—cosg0 d = —z(cosz—COSO)-ﬂ 22(2—\/3)7(
5 576 . 5
0



