ANALIZA MATEMATYCZNA A3, LISTA 1.

1. Funkcja F : [-1,2] — R x R, F(t) = (t* + 1,3t? + 4) przeksztalca punkty
przedzialu na punkty plaszczyzny; np.: F(—1) = (2,...), F(-0.5) =

a) Czy p-kty (3.25,10.75), (1.09, 4.27), (2.69,9.07) naleza, do zbioru wartosci F'?

b) Zbiorem wartosci tej funkcji jest odcinek — jaki? Uzasadnij, ze srodek tego
odcinka jest w zbiorze wartosci.

UWAGA. Moéwimy tez: z(t) = t2 + 1, y(t) = 3t2 +4, —1 < t < 2 jest jedna z
mozliwych parametryzacji tego odcinka, inna, jest: x =241, y = 3t2+4, 0 <t < 2.

Powtérz b) dla:
c) G@) = (|t +1,3[t| +4), [t| <4, H(t) = (|t];3]t] + 1), t

d) z=sint+1,y=2sint+3, —4n <t <2x¢
f) x=¢,

[1,5]

e) x=2-3t,y=—4t, 0<t <12 y=et 43, 0<t<logh

2. Zaznacz tuki opisane parametrycznie: (wyznacz zbiory wartosci funkeji):

a) z=cos(2mt) +1, y =cos(2mt) + 3, t € [-2,1] .
b) x =3cos(2nt) + 1, y = 3cos(2nt) + 3, te[ 2,1] .
c) x=3cos(2mt) + 1, y=3sin(27t) + 3, t € [-2,1] .
d) = =2cos(2nt) + 1, y =3sin(27t) +3, t € [-2,1] .
e) x=2cos(2mt) +1, y =3cos?(2nt) + 3, t € [-2,1] .
f) o =2cos(2mt) + 1, y = 3sin®(27t) + 3, t € [-2,1] .
g) z=t,y=—V4—1t2 te[-2,2].

h) z=—V4-t2, y=4—-1* te[-2,2].

i) z=min{t,1 —t},y = max{t,1 —t}, t € [-1,1].
) =2t y=3t, z=4¢, te]l,2].

k) z=2t+3, y=3t+4, z=4t+5, te€[-1,3].

0) z=212+3, y=3t2+4, z=4t2+5, t€]0,2].
m) z=2t2+3, y=3t2+4, z=42+5, te[-1,2].

3. a) Czy jadace pojazdy A i B:
za=t+1,ya=4t+3, telRy, zp=t—5,yp=2t+1, te R,
kiedy$ zderza sie? Jesli tak, to kiedy? Jesli nie, to jak blisko siebie mina?
b) Podaj takie parametryzacje przy t € [0, 1] odcinkéw: (0,0)(1,5)
ktére opisuja ruch punktow ktore sie 'zderza’ w punkcie przeciecia tych odcinkdw.

4. Podaj opis jakiej$ wedréwki:
a) po tamanej {(z,y):y = |z| Az € [-2,2]}
b) po tamanej {(z,y):y = ||z — 1] — 2| Az € [-5,5]}
¢) po brzegu kwadratu o wierzchotkach: (—1,-1), (1, —
e) po dsemce

) (17 1)’ (_17 1)

d) po brzegu jakiego$ tréjkata

i(0,2)(9,0),

5. Wzér M(t) = (5cos(m/2 —2nt), y = bsin(n/2 —2xt)), ¢t € [0,24] opisuje
polozenie korica minutowej wskazéwki (o dhugodci ...) zegarka jako funkcje czasu.
a) Opisz ruch konica malej wskazéwki (o dlugosci 3)
b) Opisz dlugosé odcinka taczacego korice wskazdwek (jako funkcje czasu).
c) Jak zmienié¢ powyzsze, gdy zegar pdzni sie (jednostajnie) 5 minut na dobe?

6. Zbiér wartosci funkcji F : [0,27] — R?, F(t) = (cost,sint,t) nazywany jest liniq
Srubowq. Opisz gwint sruby o $rednicy 12mm i skoku 2mm.

7. W ktérych z opisanych ruchéw szybkosé jest stata, czyli ||v(t)|| = const ?
8. Opisz ruch po okregu, w ktérym najwieksza szybkos¢ osiagana jest ‘na dole’.

* ok %

c0. Podaj 5 wyrazéw ciagu:  a) a, = (3—1/2",1/n*) b) by = (k,1/k)

cl. WYPELNIANKA. Udowodnimy, ze granica, ciagu a, = ( , ) punktéw

plaszezyzny (IR2) jest punkt g = (...,...) . Zauwazmy, ze dla n €

Zauwazmy, ze dla n € IN zachodzi:
2 2
1 n—1 1 1
n_071 = — .. — ... = S EEE— —_— =
llan = (0, DI \/(2n+3 ) +( n ) @nt37 2

1 \/7 1 = ...
- P+ 1204+ 9< ———V26n% =
nen 13 VO TS e VA T g3
Stad dla dowolnego € > 0 dla kazdego naturalnego n > ...... mamy ||la, —g|| <e DO

c2. Odgadnij granice g ciagu a,, i udowodnij wprost z definicji, ze lim a, = g, gdy
n—oo

a) an= (i 22)  b) a, = (W L)
1

c3. Udowodnij wprost z definicji, ze (1,0) nie jest granicg ciagu a, = (n sin -, Sin("%)).

sinn cosn)

c) a":(n2’n3

c4. Podaj po trzy przyklady ciagéw a,, = (al,,a.) zbieznych do (0,0) i takich, ze

a) 0<al,<n-a! b) limZ—%zﬂ c) lim? "——oo d) limaa%n:oo
¢5. Karol Omylek (jak to Karol) wypowiedzial bledne zdania. Gzie sa bledy?

a) Kazdy rosnacy i ograniczony ciag punktéw plaszczyzny jest zbiezny.

b) Jezeli ciag (x,) ma podciag zbiezny do = i ciag (y,) ma podciag zbiezny do e,

to ciag (a,) zdefiniowany wzorem a,, = (z,,, y» ), ma podciag zbiezny do (m,e).



