ANALIZA MATEMATYCZNA A3. LisTA 10.
1. Oblicz calki krzywoliniowe pierwszego rodzaju (nieskierowane)

[lel+yds, A={(z,y) :2® +y> =1}, [w(arctgy)” ds, B ={(w,2) : |2 < 1}
A B

g:chyds,C:{(x,y):x2+y2:2x+4y},gzyds, g%,D:Aﬂ([%ﬂ]XIR)

[2?yds, E=AN(R x Ry) ds, F={(z,2%): -1 <2 <2}, [xds
B F

[
2 Viaxr2+1
Jor+y+zds, G- odcinek laczacy punkty (1,2,3) 1 (6,5,4), [ zyzds
2. Oblicz: calki krzywoliniowe drugiego rodzaju (skierowane)
J 42z + 3y)dx + (4 + 5y)dy, A — odcinek od (0,1) do (3,3)
J5 @2z + y)dx + (22 — y)dy, B — czesé paraboli y = 2% od (1,1) do (2,4)
fC (22 + y)dz + (v — y)dy, C — czesé paraboli y? =z od (1,—1) do (1,1)

Jp(@*

3. Znajdz mase pierwszego zwoju linii $rubowej x = acost, y = bsint, z = bt gdy
gestosé w kazdym punkcie jest proporcjonalna do kwadratu odleglosci od (0,0,0).

+y)dz + (x — y)dy, D — czesé paraboli y> = z od (1,1) do (1,—1)

4. Wznacz prace potrzebna do przeniesienia 1kg pokonujac pole sit F= [22 —y, zy)
wzdtuz linii y? = 8z od punktu A(0,0) do punktu B(2,4).
5. Oblicz cakki po pewnych dwéch drogach (tukach) od A do B.

a) [p(rz+y)de+(x—V2y)dy, A=(0,1),B=(2,3)

b) fr(ex+y)dx+(x+2y)dy, A=(0,1), B = (u,v)

c) [pyde+(x+2)dy+ydz, A=(-1,1,0), B = (u,v,w)

d) [(cosz+2yz)de+(siny+2xz)dy+(z+2xy)dz, A= (0,0,0), B = (7,7, 7 ")

6. Czy pole wektorowe ma potencjal? Jesli tak, to oblicz je lub odgadnij.

a) F(z,y)=(x,y) b) Flz,y)=(y,2) c¢) Flx,y)=(2*y?)

d) F(z,y)=(%2%) e) Flx,y) = (xy*,2%y+y°) ) F(z,y) = (ye”,e)
g) Flo,y)= ("= V2t +m)  h) Flz,y,2) = uyz,a%z,2%y + 1)

i) Flr,y)= (e ze? +y) §) Pla,y) =y, Qz,y) = (1 +xy)e

k) F(z,y,2) = 2zyz,2%z,2%+1) 1) P=yz Q=12 R=uay

m) F(z,y,2) = 222+ 1,2y(z + 1),22 + y*> + 322) n) F(z,9,2) = (,2,y)

5°. Pokaz, ze calki z zad. 5 zaleza tylko od poczatku i konca tuku I'.

7. Niech f,g,h beda ciaglymi funkcjami jednej zmiennej. Udowodnij, ze caltka
fF x)dx+ g(y)dy+ h(z)dz nie zalezy od drogi I' (zalezy tylko od poczatku i korica).

8. Dla podanego pola wektorowego i obszaru 2 oblicz calki wystepujace po obu
stronach wzoru Greena.

a) (P(x,y) Qz,y)) = (x,y), Q={(z,ys2*> <y<1}

b) (P(z,).Q(z,y) = (z,~y), Q={(z,y);1+y*+2° <22+ 2y}
c) (P(z, ) Q(z,y)) = (2y,0), Q= {(z,y)iz,y €[0,1], 2* +y* <1}
d) (P(z,y),Qz,y)) = (ze” T ye” ™) Q= {(2,9);2% +1% < 1}
e) (P(z, ) Q(z, ))=(12+y2712+y ), Q={(z,y);1 <2 +y> <4},

Do e.) brzeg Q2 to 2 okregi: zewnetrzny skierowany przeciwzegarowo, wewnetrzny zegarowo

9. Zastosowa¢ wzor Greena do obliczenia calek (krzywe sg skierowane przeciwzegarowo)

a) § 20042005y g | 20052003y g, 1) §
x245y2=17 21998 | /2000 =1
10. Niech K = {(z,y):2° +y* =1,y >0}, L= {(z,y) : 2* <1,y =0},
M = {(x,y) cy=lz| - 1,2% < 1} oznaczaja krzywe skierowane od (1,0) do (—1,0).
Oblicz: [ Pdx+ Qdy, [ Pdx+ Q dy wiedzac, ze
K M

e(I+y)7dx + e(w+y)7dy

a) Q;_p;:(SideaH—Qdy:? b) @,
L

X ok ok

—P)=2z'i [Pdr+Qdy =2
L

SCIACA. )
f(x,y) nazywamy potencjalem pola wektorowego F' = (P, Q), gdy P = (%, Q=

f(x,y, ) nazywamy potencjatem pola wektorowego F = (P, Q, R), gdy F = grad(f).

TWIERDZENIE GREENA.

Niech K bedzie krzywa plaska skierowana dodatnio (przeciwzegarowo) ograniczajaca
obszar €2 i niech ﬁ(m, y) = (P(z,y), Q(z,y)) bedzie polem wektorowym okreslonym
na Q. Gdy funkcje P(z,y), Q(z,y) maja ciagle pochodne czastkowe, to zachodzi

[l

:/de+Qdy.
K



ANALIZA MATEMATYCZNA A3, NOTATKI KRZYWOLINIOWE

CALKI KRZYWOLINIOWE PIERWSZEGO RODZAJU.

Dla okregu L o parametryzacji

x(t )—1—|—cost,y(t) =1+sint, 0<t < ...,
punkty 0, 5, ...
generujg podzial L na
o dlugosciach
Funkcja f(z,y) =

[z +y)? Jest na tych czesciach stala. Zatem:

[ile+yPds=9-54+4-2+1-240-5+...- 5 +...- T =Tm.
Dla tego okregu z inna parametryzacja;
z(t) =1+sint,y(t) = 1 + cost,

Br+1P+2[y?ds= ... + . + oo + .. =

(oznaczmy go L1), mamy: le

1. Wskaz (o ile istnieja) takie podziaty krzywej T i punkty (z;,y;), ze
> (i) - s = [ f(ay) d.

a) f 271/2¢s, f[x+y]+7rds fy+1ds [ z+3y+1ds, [z+[y*+1ds
dlaT e {A B,C,D E} gdzie ' i
={(@, [z —1)) - |z[ <2}, B={(yly): Iyl <3},
C={(z,y) |zl +|yl =3}, D={(z,y):|z[+ |yl =3}, E=Dbrzeg][0,1]?
b) Jlds Jwl/mds, [[2]+[y]+v2ds, [[y)?+7[2] -3ds,

r r r
gdzie ' = {(z,y) : 22 + 942 =2}, lub T = {(z,y) : (z — 4)?

PEE

+(y—3)2=1}.

Gdy 7: [a,b] = T, 7= (z(t), y(¢),

[ra s

PRZYKLAD. Gdy T jest lamana ABC, gdzie A(0,1,0), B(2,2 3) C(2,2,1), to para-
metryZUJemy oddzielnie AB i BC np. 7ap : [0, ] — AB, Tap = (2t,1 +1t,3t) 1
7pe @ [0,2] — BC TBC =(2,2,3 —t). Wtedy fF = fAB . —|—ch

2
Jxev=142zds = f(2te +6t)-v/22 + 12 + 32dt+ [ (2e' +6—2t)-1/0% 4 02 + (—1)2dt =
T 0

_\F [2tet — 2et + 32} + [(2e+6)t—t2]3:5\/ﬁ+4e+8.

z(t)) jest gladka parametryzacja tuku I, to

)+ (B (Epp ar

CAEKI KRZYWOLINIOWE DRUGIEGO RODZAJU (SKIEROWANE).

Parametryzacja x; = 3 + sgn(cost) - cos?t, y; = 1 + sgn(sint) - sin®¢, 0 <t < 27
opisuje linie bedaca brzegiem kwadratu (NARYSUJ to!).

Punkty (zy;,vs,), gdzie t; = ” , 7 =0,1,...,4, wyznaczaja podzial L na 4 czesci.
.. . P 2j+1)1 .

I?.l'a funkcji P(z,y) =z + vy, Q(z,y) =2y i punktdw ¢; = %, j=0,1,2,3:

Y Plag,u;,) - (@0 — 20,) + Qg 97,) - (Ut

i=0

= (i ) (o )= .

Jest to pewne przyblizenie calki f , Pdz + Qdy. Dokladna wartos¢ jest réwna ...... .

- yt]‘) =

) G ) (e

Dla okregu L o parametryzacji
xz(t) =14 cost,y(t) =1+sint, 0<t < ...,

idla P(z,y) = [x+y]2 Q(z,y) = [z] +
Ju Pdz+Qdy = [} [z +y]* dv + ([2] + [y + 1]°) dy =
:(9-(—1)+9-1)+(4-(—§)+8.(§—1))+

[y + 1] mamy:

+ (1 : (@ -1 +..- (—g)) F( It (1)) + =
Dla tego okregu z inna parametryzacja Li: x(t) = IH-sint,y(t) = IH-cost, 7 <t < 3w

Syl t+yl2de+ (2] +[y+1*)dy = (0 (~1) +1- 1)+(1 1=y 4

== [z +yPde+ (2] + [y +1)°) dy -
Ogdlnie: gdy T oznacza tuk od A do B (gdzie porzadek jest wyznaczony przez pewna,

parametryzacje), to przez —I" rozumiemy ten sam zbiér punktéw, ale uporzadkowany

przeciwnie: od B do A; wtedy fde—l—Qdy—i—Rdz——de:E—i—Qdy—i—Rdz
-

[avb] —-I, 7= (m(t)ay(t)vz

§)+...=

Gdy 7: (t)) jest gladka, parametryzacja tuku I, to calke

skierowana, zamieniamy na ’zwykla’: f Pdx + Qdy + Rdz = f sz + Q

a

dz
+ R dt

PrzYKEAD. Gdy I jest tamana ABC, gdzie A( ,1,0),

) (25 273)7 0(27 2a 1)7 to para-
metryzujemy oddzielnie AB i BC np. #ap : [0,1] —

AB, Fap = (2t,1+41,3t) i

e :[0,2] = BC, Fpo = (2,2,3—t). Wtedy [ ... = 55 -+ [5& - 1

Jp 22 dx + xzdy + ydz = (55 2°de + xzdy + ydz (55 2%dx + xzdy + ydz) =

= [/(3)%-2+2t-3t- 1+ (1L+1¢)-3dt+ [(3 0+2-(3—1)-0+2-(—1)dt =
= [ 24 + 3t +3dt + [0 —2dt = [863 + 32 + 3t]0 (25 =125+ (—4) = 8,5 .



