ANALIZA MATEMATYCZNA A3. LisTA 11.
1. Dla brzegu S czworoscianu 0ABC (p.rys.) oblicz
a) [[qel*WdS b) [[yelrvldS
c) [ e[@+z s d) [fg elrtvtalds

. Ponizsze calki opisuja, objetosci pewnych ostro-
slupéw; opisz (stowami) te ostrostupy

a) [[ zdS b) [[ xzdS <¢) [[ x+ydS
ABC ABC ABC

2. Oblicz (w ktérych przyktadach 'od razu’ widaé¢ 0 ?)

a) [[ wyzdS b)  [[  wyzdS <  [f et 45
rtyt+z=1 2?4y’ +27=1 (z+y)*+z"=1
z,y,2>0 ,y,2>0 z,y,220

d) I zyzdS  e) I y'ds  f) IS || dS
lz|+]yl+]z[=1 2y’ +27=1 2|z|+3y|+|=|=6

g) [[axydS, S={(z,y,2*+y?) 12,y €[0,1]} h) [[ z+ydS, S= pow. [0,1]3
S S

i) [[2?+y%dS, Q= {(z,y,2° = 3zy?) : 2 +y*> <1} j) [[ sgn (z2+]z])dS
Q s

3. Dla powierzchni 0Q szescianu Q = [2,4]® zorientowanej na zewnatrz oblicz
ff 2[z])dydz + (3[x] — [2])dzdx + (7[z] + [y])dzdy oraz [[ xdydz+mydzdx.
oQ

3’. Dla powierzchni S z zad.1i F = (2,3 + [2],4 + [2)) oblicz ffs FodS.

4. Oblicz calki powierzchniowe zorientowane (wybierz dowolnie orientacje powierzchni)
a) [[(z4+y—z)dydz+(z+y+2)dzde+(z+a)dzdy, S : 20+3y+4z =5,2,y,2 >0
S

b) [[xdydz + ydzdz + zdzdy, S = {(z,y,2) : 2* + y* + 2° = 9,2,y,2 > 0}
c) f? y2dzdr + zdzdy, S = {(z,y,2) : 22 +y?> = 2%, 2 €0,2]}
d) ff zdydz + y*dzdx + xdxdy, S = {(z,y, 2% +y?) : 2,y € [-1,2]}
e) g(x+2)dydz+(y+3)dzdx, W = {(z,y,2): 2> +dx+y*+6y =0, z € [2,5]}

£) [[azdydz+e* ¥ *dzda+ dzdy, S - réwnoleglobok (1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)(1,-1,1)
S

5. Zastosuj twierdzenie Gaussa  a) F(z,y,2) = (22 4+ 4%+ 22,0,0), Q=[0,1]3
b) Fla,y,2) = (Lay,2), Q={(r,y.2)e’+y* <32% 0<2<3}
) F(x,y,2) = (2,0,4%), Q={(x,y,2);z,y€[-1,1], 0<z < (1-2)(1—-y?)}
d) F(z,y,2) = (z,2,y), Q= {(2,y,2);22+y>+ 22 <5}

e) Fz,y,2) = (z,—-5,0), Q={(z,9,2);v/7 + 92 <2< /1—22 -2}

f) F= (m2+;2+z2’ z2+g)y2+z2’ :Ez+;2+z2)7 Q={(z,y,2);1 <a?+y*+2> <4}
g) Flz,y,2) = (z,y,2), Q={(z,y,2);2,9,2>0, +y+2z<3}

h) F(z,y,z)=(1,1,22+2y), Q= {(x, y,z)'x2+y2§z§25}
) Fe,y,2) = (2,9,2), Q={(2,9,2); % +% +2 <1}, a,b,c>0

X ok ok

NOTATKI NIEZORIENTOWANE

Niech f(z,y,z) bedzie okreslona na powierzchni S. Podzial w = {S1,S52,...,5m}
powierzchni S na ’prawie rozlaczne platy’ o polach |S;| 1 wybér punktéw a; € S;
wyznacza pewne przyblizenie calki powierzchniowej niezorientowanej:

I fyz)ds = i_":l Flai) 1S

Doktadniej: jesli dla coraz drobniejszych podzialéw (o érednicach zbieznych do 0) sumy
po prawej stronie sa, coraz blizej pewnej liczby (niezaleznie od wyboru punktéw), to te
liczbe nazywamy catka, powierzchniowsa niezorientowana funkcji f po powierzchni S.

INTERPRETACJE. [ f(x,y,2)dS :

- masa powierzchni S, ktérej gestosé w punkcie (x,y, ) ma wartosé f(z,y, z) [kg/m?],

- koszt wylozenia S kafelkami, ktérych cena w (z,vy, 2) wynosi f(z,y, 2) [zt/m?].

- objeto$¢ haldy usypanej na S, ktérej grubosé wynosi f(x,y, z) 'prostopadle’ do S.
z

Na powierzchni S szedcianu [0,1]® f(z,y,2) = [z +y+ 2] + 7
przyjmuje wartoéci: 0 + 7,1 + 7, . Zatem
[[lz+y+z]+mdS=(0+m)-(3-1)+
S

--------

Ponizsza funkcja przyjmuje wartosci # 0 tylko na ’gérnej’ Scianie

JJ1e] 7l = ff TS = ff []7dS =71 .
(0,1]2x {1} [0,1]2x {1}

Jedli powierzchnia S jest wykresem funkceji gltadkiej g(x,y) okreslonej na obszarze D,
czyli gdy S = {(z,y,2) : z = g(x,y), (z,y) € D}, to catke powierzchniowa zamienia-

Jf 1y,2) dS =[] f@.y9(2.9)) 1+ (5

my na catke podwdjna; ay)z

PrzYKEAD. S = {(z,y,2) : 22 + 3y + z = 6,2,y,2 > 0} jest wykresem f-cji

g(x,y) =6—2x— ... 0 dziedzinie D = {(z,y) : 0 <2 <3,0<y < .oeenee }; zatem
3 e

[z =02dS = [J(6 =20 =3y — 67 TH DT+ o = [ [ o dy dz =

0 0

PRZYKLAD. Pétsfera S = {(z,y,2) : 22 + 3% + 2% = 2z, 2 > 1} jest wykresem funkcji
2(z,y) =1++/1— ... — ... odziedzinie D = {(x,7) : ...2 +..2 < ...}; zatem
JfzdS=[[(1++1- ) VI+ (e 2+ ()= (wspdlrz. biegun.)
S D




ANALIZA MATEMATYCZNA A3 [[ Pdydz + Qdzdx + Rdxdy — notatki powierzchowne

s
1. Do powierzchni S = {(z,y,2) : 2> + 3> + 22 = 4,2,y,2 > 0} w
punkcie P(x,y,z) mozna wystawi¢ wektor normalny 7, tj. wektor
prostopadly do S, o dlugosci 1, zaczepiony w P. Wektor normalny
zalezy od S i1 P wigc nalezaloby pisaé fig(x,y, 2) (sa dwa takie wektory)
Np. ﬁ(lvlvﬂ) = % ’ [Lla\/i] ’ ﬁ(@’%’) - i : [ﬁ
i(v3,1,..) =L [, .., ..]. Ogélie: fig(z,y,z) =+ -

2. Dla B = {(z,y,2) : 2 + y?> =22 + 2y — 1,0 < 2 < 2}, tj. dla
pow. bocznej walca, 7 = [—1,0,0] jest wektorem normalnym do
B w punkcie (2,1, i) skierowanym do wewnatrz. Ten sam wektor

7 jest normalny dla punktéw: (2,...,1), (...,...,%), (ceey ey ee) oo

ﬁ(1+§, C VD) =[]y T 1= LB =]
Aoy 5y00) = [y ooy o] . Ogllnie: ig(z,y,2) = [1 —x,...,..]
3. Na pow. S czworo$cianu OABC (p.rys) wektorami normalnymi

(skierowanymi na zewnatrz) sa: [0,—1,0] dla p-téw $ciany OAC,
[-1,0,0] dla $ciany ..., [...,...,...] dla $ciany OAB. Dla ABC
wektor normalny musi byé¢ prostopadly do lezacych na ABC wek-
toréw: CA= [2,0,-5], CB= [0,3,—5]; latwo zgadnaé, ze wek-
tor o = [5,2,1] jest do nich prostopadly (oblicz iloczyny skalarne

CA, ﬁOCB), zatem: ﬁABC = ﬁ{}’: W[%7§71]

(Zamiast zgadywaé mozna wiedzieé, ze iloczyn wektorowy C A x CB jest prostopadly do
nich i normujac go [dzielac przez dtugosé] otrzymamy =+ 7. Dalej pokazemy ogdlny sposéb.)

Niech na powierzchni S bedzie zadana orientacja, tj. w kazdym punkcie wybrany
bedzie wektor 7 = 7i(x,y, z) normalny do S w tym punkcie i niech F = (P,Q, R)
bedzie polem wektorowym okreslonym na S. Caltka powierzchniowa zorien-

towana [[ Fo dS jest réwna calce powierzchniowej niezorientowanej I (F o) dsS.
s s
Inna notacja calki powierzchn. zorientowanej to: [ g Pdydz + Q dzdzx + R dzdy.

Zatem catka pow. zorient. [ F odS jest przyblizana przez sumy: Y°.(F o) - |S;|,
gdzie Fofi oznacza dhugosé rzutu (prostopadlego) wektora F na wektor i (oba zaleza
od wybranych punktéw (z;, s, z;) € S;), a |S;| oznacza pole S; z podzialu pow. S.

Lapidarnie méwiac catka zorientowana rozktada pole F na sume F; +F s gdzie F,1S
a Fg "leza’ na S oraz 'zlicza ze znakiem’ dtugosci F,,; mamy [[ ¢ FodS = [[ ¢ F,dS.

Gdy F oznacza (wektory) predkosci przeplywu wody7 to przez 'maly’ kawalek , S; pow.
S w jednostce czasu przeplywa ’stup’ wody o obj. F, - |S;|, wiec ffs FodS mierzy
bilans przeplywu wody przez S (w jednostce czasu i ze ’znakiem’; tj. dodatnim jest
przeplyw na strone powierzchni wskazywana, przez zwroty Wektorc')w normalnych).

Dla pow. S szedcianu [0, 4]% patrzymy na pary przeciwlegtych $cian: 4

[ Pdydz+ Qdzdx + Rdzdy = [[ P(4,y,z) — P(0,y,2) dS+
s 0<y,z<4 y
+ [ Q(z,4,2)—Q(x,0,2)dS+ [[ R(z,y,4)—R(z,y,0)dS ) £
0<z,2<4 0<z,y<4
Np. [[(z+2y)dydz+zzdzdz +2°ydedy = [[ 4dS+ [[ 0dS+ [[ 0dS =64
S 0<y,z<4 0<z,2<4 0<z,y<4

Jesli powierzchnia S jest wykresem f-cji z(z,y) € C! okredlonej na obszarze D, to dla

punktu A(x,y, z(z,y)) tej pow. wektory [1 0, g;] [O 1

, 1, 3y:| wyznaczaja pl. styczna,

9z 0z
oz’ 0y’

W . [%, g—z, 71} jest normalny (zadajac orientacje na S). Mamy:
By

Zatem wektor { —1} jest prostopadly do S w p-kcie A (oblicz il. skalarne) i

31

fsfﬁ dS—ff Foi)dS = ff(PQR) (\/ﬁ (92,52, —1]) dS =

_ .0z .0z _
B m\/ PP+ R

PRZYKLADY:

1. Polsfera S = {(z,y,2) : 22 +y*> + 22 = 22,2 > 1} jest wykresem funkcji
2(x,y) =1+ /1 — 22 — y2 o dziedzinie D = {(x,y) : 2% + y? < 1}, wiec np.:

ffmdydz+ydzdx+zdwdy:ffx 1795 (1+/1-2%—y?) =
$

2 g2 +y\/1,;y2, 2

WSp. bleg

77ff /1— ac2 2+1

2. Powierzchnia S = {(7,9,2) : 0 < 2 = 1 — 2% — 4?} jest wykresem funkcji
2(z,y) = 1 — 2% —y? dla punktéw kota D : 22 +92 <11 g—; =2z, 22 = 2y wiec

) By
ff xdydz+ydzda:+zdxdy:ffD —x-(=22) —y- (—2y)+ (1 —2%—9?) =
= [[p1+a®+y? = |D|+ [, 2*+y 2 Wsp_bieg. —|—f027rf01r3drdnp:7r—|—27ri:%7r.

UwacGA. Funkcja z(x,y) 'zadaje orientacje do géry’ pow. S, wiec jesli oryginalna
orientacja S jest przeciwna, to wynik jest przeciwny: —%w.
3. Powierzchnia (boczna stozka) Q : 22 = 22 + 92, 0 < z < 4 jest wykresem funkcji

2(x,y) = \/m dla punktéw kota D : x? + y? < 42, zatem
ff
=/ -
D
= [/ 2(z—y)

D

—2)dydz + (z — x) dzdx + (z — y) dzdy =

-V +y2),/x2x+y2 — (Ve _m)\/zg+y2 *

wsp. bieg.

(x—y)=

4
[ 2(r cos o—r sin @)-r drdp = 2[sin p+cos |§™[373]§ = 0.
0



