
Analiza matematyczna A3. Lista 2. .

1. Jak wygla‘daja‘ wykresy funkcji: f(x, y) = x2, g(x, y) = x2 − y, h(x, y) = x3 − x?

2. Podaj trzy przykÃlady funkcji f(x, y) takich, że dla kadej pary (x, y):

a) f(x, y) = f(y, x) b) f(x, y) = f(−x,−y) c) f(x, y) = f(x,−y)

d) f(x, y) = f(4−x, y) e) f(x, y) = f(4−x, 6−y) f) f(x, y) = f(|x|, |y|)
3. Podaj trzy przykÃlady funkcji f(x, y) takich, że dla wykresu f :

a) (0, 0, 0) jest środkiem symetrii a’) (0, 0, 3) jest środkiem symetrii

a”) (1, 2, 3) jest środkiem symetrii b) x = 0 jest pÃlaszczyzna‘ symetrii

b’) y = π jest pÃlaszczyzna‘ symetrii b”) y = x jest pÃlaszczyzna‘ symetrii

b”’) y+x = 0 jest pÃlaszczyzna‘ symetrii b””) z = 0 jest pÃlaszczyzna‘ symetrii

c) prosta przechodza‘ca przez (0, 0, 0) i (0, 0, 1) jest osia‘ symetrii

c’) prosta przechodza‘ca przez (−2,−4, 0) i (−2,−4, 1) jest osia‘ symetrii

4. Opisz (i naszkicuj) obszar be‘da‘cy dziedzina‘ funkcji dwóch zmiennych
a) f(x, y) =

√
1− x2/9− y2/16 b) f(x, y) = ln (y2 − 4x + 8)

c) f(x, y) =
√

x + y+
√

x− y d) f(x, y) =
√

x−√y e) f(x, y) = ln (xy)

f) f(x, y) = arcsinx2+y2

4 g) f(x, y) =
√

x sin y h) f(x, y) = 1√
x

+ 1√
y

i) f(x, y) =
√

x2 − y2 +
√

x + 2 j) f(x, y) =
√

x2 − y +
√

x2 + y

k) f(x, y) = arcsinx
y l) f(x, y) =

√
x2 − y2 m) f(x, y) = ln (x2 +y2−9)

5. Niech f, g : IR2 → IR. Niektóre z poniższych napisów nie maja‘ sensu – które?

f(g(x, y), y), f(g(x, y), g(x, y)), f(g(x), g(y)), g(f(g(x, y), x), x), g(f(x + 1, y) + x).

6. Narysuj poziomice (i/lub inne cie‘cia) wykresu funkcji tak, by odkryć jego ksztaÃlt.
a) z = x2+y2 c) z = x2+y2+2xy e) f(x, y) = xy f) f(x, y) = x2−y2

g) f(x, y) = x + y h) f(x, y) = 2
√

x2 + y2 i) f(x, y) = |x|+ |2y|
j) f(x, y) =

√
4x2 + 9y2 k) f(x, y) = x2 + y2 + 2x l) f(x, y) = 2x + [y]

m) f(x, y) = y2 − |x| n) f(x, y) = x2 + 4y2 o) f(x, y) = sin x · sin y

p) f(x, y) = sin x + sin y r) f(x, y) = e−(x2+y2) s) f(x, y) = 2y − cos x

t) f(x, y) =
√

4− x2 − y2 u) f(x, y) =
√

4 + x2 + y2 v) f(x, y) = [x]·[y]

7. Dobierz odpowiednia‘ funkcje‘ (i jej dziedzine‘) tak, by jej wykres wygla‘daÃl jak:
a) dach (dwuspadzisty) b) dach hali fabrycznej c) dach hangaru
d) póÃl pow. piÃlki do rugby e) wigwam f) namiot igloo g) wulkan

* * *

∂ 1. Oblicz pochodne cza‘stkowe rze‘du pierwszego i drugiego

a) z = xy2 − yx2 b) z = ln (x− y) c) z = 1
2(x2+y2) d) z = exy

e) f(x, y) = x sin2 y f) g(x, y) = y sin2 x g) z = y2 + sin(x +
√

x2 + y2)

∂ 2. Oblicz pochodne cza‘stkowe pierwszego rze‘du

a) f(x, y) = x10y20

x2+y2 , f(0, 0) = 0 b) f(x, y) = exy−1
x , f(0, y) = y

c) f(x, y) = xy2

x2+y4 , f(0, 0) = 0 d) f(x, y) = x7y9 +xexy e) z = |x|+ [y]

f) f(x, y) = sin(x2 + y3) g) z = xyx

h) f(x, y) = xy
x2+y2 , f(0, 0) = 0

i) f(x, y) = sin(xy)
x , f(0, y) = y j) f(x, y) = cos(xy)

xy−π
2

, f(x, π
2x ) = −1

∂ 3. Oblicz gradient funkcji a) f(x, y) = x2 + y2 b) f(x, y) = x2 + 3 sin y

c) f(x, y) = 1− x2 − 4y2 d) f(x, y) =
√

x2 + y2 e) f(x, y) = x + 2y + 3

f) f(x, y, z) = x+2y+3z g) f(x, y, z) = xy2z3 h) f(x, y, z) = (x2 +y2)z

* * *


