
Analiza matematyczna A3. Lista 7 – rozwia
‘
zania niektórych zadań

1. Niech P = [2, 4] × [1, 2] i niech f(x, y) = [x]. Podaj sume
‘

dolna
‘
sω i sume

‘
górna

‘
Sω funkcji f na zbiorze P dla podzia lu ω, gdzie

a) ω oznacza podzia l P prostymi postaci x = k
1000 , (gdzie k ∈ ZZ)

sω = 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · 1 = 5 Sω = sω + 1 · 1
1000 · 1 + 1 · 1

1000 · 1 = 5 + 2
1000

b) ω oznacza podzia l P prostymi postaci y = k
1000 , (gdzie k ∈ ZZ)

sω = 2 · 2 · 1 = 4 Sω = 4 · 2 · 1 = 8

c) ω oznacza podzia l P na 2 · 106 jednakowych kwadratów.

sω = jak w a) Sω = jak w a)

2. Niech P oznacza czworoka
‘
t o wierzcho lkach: (0,0), (1,0), (2,1), (1,1) i niech

f(x, y) = 3(x − y). Niech dla ustalonej liczby naturalnej n ωn oznacza podzia l P

prostymi postaci y = k
n

i y = x − k
n

(gdzie k ∈ ZZ). Oblicz sume
‘

dolna
‘
sωn

i sume
‘

górna
‘
Sωn

funkcji f na zbiorze P i oblicz granice lim
n→+∞

sωn
oraz lim

n→+∞

Sωn
.

sωn
=

dlaczego?

n−1∑
k=0

3
k

n
·

1

n
· 1 = 3

1

n2

n−1∑
k=0

k = 3
1

n2
·

(n − 1)n

2
−→

n → ∞

3

2

Sωn
=

dlaczego?

n∑
k=1

3
k

n
·

1

n
· 1 = 3

1

n2

n∑
k=1

k = 3
1

n2
·

(n + 1)n

2
−→

n → ∞

3

2

3. Podaj wartości ca lek

a)

∫ ∫

[−3,3]2

|y − x| dω = | dwa ostros lupy | = 2 ·
1

3
· (

1

2
· 6 · 6) · 6 = 72

b)

∫ ∫

[−3,3]2

y − x dω = 0, bo dwa ostros lupy, jeden nad, drugi pod p l. z = 0

c)

∫ ∫

[−3,3]2

y4−x4 dω =

∫ ∫

[−3,3]2

y4 dω−

∫ ∫

[−3,3]2

x4 dω =

∫ ∫

[−3,3]2

x4 dω−

∫ ∫

[−3,3]2

x4 dω = 0

d)

∫ ∫

[−1,1]2

[y]+ [x]dω = (na palcach) = 0 ·12 +(−1) ·12 +(−1) ·12 +(−2) ·12 = −4

e)

∫ ∫

[0,1]2

3y dω = (pó l prostopad lościanu) =
1

2
· 1 · 1 · 3 =

3

2

.
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