
Analiza matematyczna A3. Lista 8.
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1. Oblicz caÃlki wielokrotne jak w przykÃladzie:

6∫
0

1∫
0

xy + yex dxdy =
6∫
0

(
1∫
0

xy + yexdx

)
dy =

6∫
0

[
1
2
x2y + yex

]1

0

dy =

=
6∫
0

y

(
e− 1

2

)
dy =

[
1
2
y2

(
e− 1

2

)]6

0

= 18
(

e− 1
2

)
= 18e−9

a)
4∫
2

7∫
3

ylnx dxdy b)
6∫
4

2∫
1

3∫
2

x + 2y + 3z dxdydz c)
1∫
0

2∫
1

3∫
2

xy + z dxdydz

d)
2π∫
0

e∫
1

(sin y)x1/x dxdy e)
2∫
1

2∫
1

1
x+y dxdy f)

2π∫
0

2π∫
0

x sin2(xy) dxdy

2. Dokonaj zmiany kolejności caÃlkowania. Oblicz obydwie caÃlki i porównaj wyniki
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3. Oblicz caÃlki (uwaga: trapez, tróka‘t oznacza peÃlny wieloka‘t)

a)
∫∫
K

ex dω, K - (peÃlny) trapez o wierzchoÃlkach (0, 0), (1, 1), (2, 1) i (3, 0)

b)
∫∫
L

xy dω, L - trójka‘t o wierzchoÃlkach (0, 0), (1, 1) i (2,−1)

c)
∫∫
M

x3 dω, M = {(x, y); 4x2 +y2 ≤ 4} h)
∫∫
R

|x2−y|dω, R = [0, 1]× [0, 1]

d)
∫∫∫

N

x2 + y dω, N = {(x, y, z); x, y, z ∈ IR+ ∪ {0}, x + y + z ≤ 1}

e)
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O

1 dω, O = {(x, y, z); x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0}

f)
∫∫
P

x2 dω, P - czworoka‘t krzywoliniowy o wierzchoÃlkach (0, 0), (2, 4), (8, 1)

i (−2,−2) ograniczony krzywymi: y = x2 i xy = 8 i dwoma odcinkami

g)
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√
y dω, Q - obszar ograniczony parabola‘ y = x2 i prosta‘ y = x + 6

h)
∫∫
R

|x2 − y| dω, R = [0, 1]× [0, 1]

4. Znajdź środki cie‘żkości figur K, L, N, O, P, Q i S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 1, x+y ≤ 1}

Poniższe prostsze ćwiczenia (miejscami żmudne) sa‘ analogiczne do zadań 1-3.
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Ć3. a)
∫∫
A

3x− 5 dω , gdzie A jest ogr. liniami: y = 5 + x, y + x = 7, x = 10

b)
∫∫
B

xy dω , gdzie B jest ogr. liniami: y = x, y = x2

c)
∫∫
C

4 + x2 dω , gdzie C jest ogr. liniami: y = 1 + x2, y = 9− x2

d)
∫∫∫

R

xy dω , gdzie R jest cze‘ścia‘ kuli o środku (0,0,0) i promieniu 2 zawarta‘ w

I oktancie

e)
∫∫∫
W

z dω , gdzie W jest ogr. pow.: x2 + y2 + z2 = 9, z = 0, |x| = 1, |y| = 1

f)
∫∫∫

V

3xy dω , gdzie V jest ogr. pow.: z =
√

x2 + y2, x2 + z2 = 1

Problem Misia. Powszechnie wiadomo jak litrowym naczyniem w ksztaÃlcie walca
odmierzyć póÃl litra - wystarczy przechylić je tak, aby pÃlyn zakrywaÃl caÃle dno i jego
poziom byÃl styczny do obwodu dna. A ile pÃlynu zostanie w naczyniu jeśli przechylimy
je tak, aby pÃlaszczyzna poziomu pÃlynu przechodziÃla przez średnice‘ dna?


