
Analiza matematyczna A3. Lista fizyczna .

0. Koralik powstaje z kulki o promieniu R po wywierceniu otworu wiertÃlem o
średnicy d. Podaj (jakís) opis analityczny tego koralika, znajdź obje‘tość i pole pow.

1. Wyznacz środek cie‘żkości póÃlkuli x2+y2+z2 ≤ 6x, z ≤ 0 wypeÃlnionej substancja‘,której ge‘stość g jest proporcjonalna do kwadratu odlegÃlości od osi symetrii tej póÃlkuli
i wynosi 3 na osi symetrii oraz 1 w punktach najbardziej odlegÃlych od tej osi.

1’. UÃlóż zadanie analogiczne do 1. dla a) póÃlkola b) odcinka.

2. Rozważmy stożek o promieniu podstawy R = 1 i wysokości H = 2 wypeÃlniony
pewna‘ niejednorodna‘ substancja‘. Jej ge‘stość ρ jest funkcja‘ liniowa‘ odlegÃlości od
podstawy i przy podstawie ma wartość 1, a przy wierzchoÃlku — wartość 0. Oblicz
mase‘ substancji wypeÃlniaja‘cej ten stożek.

2’. UÃlóż zadanie analogiczne do 2. dla trójka‘ta a) na pÃlaszczyźnie b) w IR3

3. Kula x2 + y2 + z2 ≤ 4 ma ge‘stość g proporcjonalna‘ do odlegÃlości od środka
kuli i na brzegu kuli przyjmuje wartość 9

8 . Kula ta obraca sie‘ wzgle‘dem prostej
przechodza‘cej przez punkty (0, 0, 2), (0, 2, 2) ze staÃla‘ pre‘dkościa‘ ka‘towa‘ ω. Wyznacz
energie‘ kinetyczna‘ tej kre‘ca‘cej sie‘ kuli.

3’. UÃlóż zadanie analogiczne do 3. dla a) koÃla b) odcinka.
* * *

Problem poÃlowy (tylko dla dorosÃlych)

Wincenty (który lubi procenty) siedzi przed kolekcja‘ pustych kieliszków:
K1, K2, K3, K4, K5 i zastanawia sie‘, co to znaczy ’póÃl kieliszka’. To znaczy:
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Pyt. A. Nalewamy do poÃlowy wysokości – jaki to procent obje‘tości caÃlego kieliszka?
Pyt. B. Do jakiego poziomu trzeba nalać, by wypeÃlnić kieliszek w 50% (obje‘tości)?

Przy nowej kolekcji kieliszków: K6, K7, K8 Wincenty zakrzykna‘Ãl: Gdzież tu poÃlowa?
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r6(x) =
√

x

r7(x) = x2

r8(x) =
√

1− (x + 1)2

4. Wyznacz środki cie‘żkości peÃlnych kieliszków (szkÃlo pomijamy).

Przyjmijmy oznaczenia: L = póÃlokra‘g, P = póÃlkole, S = póÃlsfera, K = póÃlkula;
wszystkie o promieniu R. Podaj ’Ãladne’ opisy tych zbiorów (np. tak, by środek ukÃl.
wsp. byÃl środkiem geometr.).

A. Fizycy mówia‘:Gdy poÃlożenia skończenie wielu punktów materialnych o masach mi opisuja‘ wektory
~ri, to równanie (

∑
i mi) · ~rc =

∑
i(mi · ~ri) definiuje środek cie‘ żkości ~rc tego ukÃladu.

Zapisz (używaja‘c odpowiednich caÃlek) środki cie‘żkości dla L, P, S, K.
Oblicz je i porównaj wyniki. (Podziel sie‘ praca‘ z kolega‘.)

B. Fizycy mówia‘:Gdy ciaÃlo skÃlada sie‘ ze skończenie wielu (rozÃla‘cznych) cze‘ści Ci o ge‘stościach ρi, to
masa tego ciaÃla jest równa

∑
i ρi · |Ci|, gdzie |Ci| oznacza miare‘ cze‘ści Ci.

Zapisz (używaja‘c odpowiednich caÃlek) masy L, P, S, K przy zaÃlożeniu:
a) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do a-tej pote‘gi odlegÃlości od środka (geom.)
b) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do b-tej pote‘gi odlegÃlości od osi symetrii

Zapisz (używaja‘c odpowiednich caÃlek) środki cie‘żkości dla L, P, S, K przy zaÃlożeniu:
c) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do a-tej pote‘gi odlegÃlości od środka (geom.)
d) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do b-tej pote‘gi odlegÃlości od osi symetrii

C. Fizycy mówia‘:Gdy wektory ~vi opisuja‘ pre‘dkości skończenie wielu punktów materialnych o masach
mi, to energia kinetyczna tego ukÃladu jest równa

∑
i mi · 1

2 |~vi|2 =
∑

i mi · 1
2 (~vi ◦ ~vi).

Zapisz (używaja‘c odpowiednich caÃlek) energie kinetyczne obracaja‘cych sie‘ zbiorów
L, P, S, K wokóÃl osi symetrii ze staÃla‘ pre‘dkościa‘ ka‘towa‘ ω przy zaÃlożeniu:

o) ge‘stości ρ sa‘ staÃle
a) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do a-tej pote‘gi odlegÃlości od środka (geom.)
b) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do b-tej pote‘gi odlegÃlości od osi symetrii

Powtórz zad. 5. dla obotu wokóÃl prostej l
c) stycznej do figury i równolegÃlej do osi symetrii
d) stycznej do figury i prostopadÃlej do osi symetrii

D. Fizycy mówia‘:UkÃlad (mi, ~ri) skończenie wielu punktów materialnych przycia‘ga punkt materialny
o masie m0 i poÃlożeniu ~r0 z siÃla‘ równa‘

∑
i G· mi·m0

||~ri−~r0||3 · (~ri − ~r0) .

Zapisz (używaja‘c odpowiednich caÃlek) z jaka‘ siÃla‘ L, P, S, K przycia‘gaja‘ punkt
materialny m0 poÃlożony w środku (geom.) przy zaÃlożeniu, że

o) ge‘stości sa‘ staÃle równe ρ
a) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do a-tej pote‘gi odlegÃlości od środka (geom.)
b) ge‘stości ρ sa‘ proporcjonalne do b-tej pote‘gi odlegÃlości od osi symetrii


